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Bu çalışmada, soyut cebirin temel kavramları olan Alt Grup, Normal Alt Grup, Grup 

Homomorfizma konuları Fuzzy Cebirsel yapısına genişletilmiş, [0,1]  kapalı aralığında 

incelenmiş ve Fuzzy Alt Grup, Fuzzy Normal Alt Grup, Grup Homomorfizma konuları üzerinde 

çalışılmıştır. Bu çalışma iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda Soyut Cebirdeki temel 

tanım ve kavramlar incelenmiş, ikinci kısımda bu temel tanım ve kavramlar Fuzzy Cebir’e 

uyarlanmıştır. 
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR  

 

𝜇, 𝑣 Fuzzy Alt Küme 

∧ İnfimum 

∨ Supremum 

⊆ Alt Küme veya Eşit 

∈ Eleman 

∉ Eleman Değil 

≥ Büyük veya Eşit 

≤ Küçük veya Eşit 

∩ Kesişim 

∪ Birleşim 

∘ Bileşke 

𝜇𝑎 𝜇’nün Seviye(Kesit) Alt Kümesi 

𝜇∗ 𝜇’nün Destekleyicisi 

1𝑌 𝑌’nin Karakteristik Fonksiyonu 

𝑓(𝜇) 𝜇’nün 𝑓 Altındaki Görüntüsü 

[𝑥, 𝑦] Komütatör 

∘ (𝜇) 𝜇’nün Mertebesi 

[0,1]𝑋 𝑋’in Fuzzy Kuvvet Kümesi 
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1. GENEL BİLGİLER  

 

1.1. Giriş 

 

Niteliği tam anlaşılamayan, iyi seçilmeyen, açık seçik görünmeyen, net olmayan 

şeklinde tanımlanan, dereceli üyelik kavramı yardımı ile teknik bilim dünyasına 

taşınmıştır. Bulanık (fuzzy) kümelerde dereceli üyelik kavramı ilk kez 1965 yılında 

Azeri kökenli Prof. Dr. Lütfü A. Zade (Lotfi Zadeh) (Zadeh L. A., 1965) vermiştir.  

 

Bulanık mantık (fuzzy logic) genelde, insan düşüncesine özdeş işlemlerin 

gerçekleşmesini sağlamakla, gerçek dünyada sık sık meydana gelen belirsiz ve kesin 

olmayan verileri modellemede yardımcı olur. 

 

Gerçek dünyada karşılaşılan nesnelerin sınıflarının üyelik dereceleri tam olarak 

tanımlanamaz. Örneğin hayvanlar sınıfını ele alalım. Açıkça bu kümenin köpekleri, 

atları vs. eleman olarak içerdiği, kayaları, sıvıları vs. içermediği bellidir. Bununla 

beraber denizyıldızı, bakteri gibi nesnelerin hayvanlar sınıfına olan yakınlığı belirsiz bir 

durumdur. Klasik mantıkta bir önerme “doğru” veya “yanlış” tır. Fakat gerçek 

dünyadaki olayların ne derecede doğru veya yanlış olmasının belirlenmesi 

gerekmektedir. Örneğin 100 C suyun sıcaklığı “sıcak” olarak ifade edilirse 95 C, 80 C 

lerdeki su için “sıcak değildir” ifadesi bu anlamda doğru olmadığı gibi yanlış da 

değildir. Bu nedenle önermelerin doğru (1) ve yanlış (0) değerleri arasındaki değerler 

(az sıcak, ılık, az soğuk, vs.) kullanılarak bulanık küme kavramı ortaya atılmıştır. 

Bulanık küme teorisi az, sık, orta, düşük, çok birçok gibi dilbilimsel yapıları kullanarak 

dereceli veri modellemesini gerçekleştirmektedir.  Klasik küme, kümeye kesinlikle ait 

olma veya kesinlikle ait olmama biçiminde iki grubun oluşturulması ile anlamlıdır. 

Bulanık kavramı, kesin geçişleri elemine ederek belirsizlik kavramının tanımını yeniden 

verilebilir ve evrendeki bütün bireylere üyelik derecesi değerini atayarak matematiksel 

olarak tanımlanabilir. Bu derece, bulanık küme yardımıyla verilen kavram ile 

uyumludur ve benzer bir bireyin derecesine uyar. Böylece bireyler, bulanık küme 

içerisinde üyelik dereceleri tarafından gösterilen daha büyük ve daha küçük değerlere 

ait olabilirler. Bu üyelik dereceleri [0, 1] aralığında gerçel değerler ile ifade edilir. 
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Bu bölümdeki ilgili tanımlar (Çallıalp, 2009)’dan faydalanılmıştır. 

 

Tanım 1.1.1. 𝑿 ≠ ∅  ve 𝒀 ≠ ∅  kümeleri verilsin. 𝑿 × 𝒀  kartezyen çarpımının alt 

kümelerinin her birine 𝑿’ten 𝒀’ye bir bağıntı denir. Bir 𝒙 ∈ 𝑿elemanına bu kuralla 𝒚 ∈

𝒀elemanı karşılık geliyorsa, söz konusu bağıntıya göre 𝒙 ∈ 𝑿 elemanı 𝒚 ∈ 𝒀 elemanıyla 

bağlantılıdır denir. O halde, 𝑿’ten 𝒀’ye bir 𝜷 bağıntısı verildiğinde  

 

𝛽 ⊆ 𝑋 × 𝑌 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ∈ 𝑋 𝑣𝑒 𝑦 ∈ 𝑌} 

 

ayrıca, 

 

𝑋’ten 𝑌’ye bir bağıntının tanım kümesini ve görüntü kümesini, sırası ile 𝑇𝐾𝛽 ve 𝐺𝐾𝛽 

şeklinde notasyonlarla gösterelim. Bu kümeler sırası ile 

 

𝑇𝐾𝛽 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛽} 

𝐺𝐾𝛽 = {𝑦 ∈ 𝑌 ∶  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛽} 

 

şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 1.1.2. 𝑋 kümesinden 𝑌 kümesine bir 𝛽 ⊆ 𝑋 × 𝑌 bağıntısının ters bağıntısı 𝛽−1 

şeklinde gösterilir ve 𝑌’den 𝑋’e olan bu bağıntı da, 

 

𝛽−1 = {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑌 × 𝑋 ∶  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅} 

 

şeklinde olur. 

 

Tanım 1.1.3. 

 

1. 𝑋 kümesi üzerinde bir 𝛽 bağıntısı ∀𝑥 ∈ 𝑋 için  

 

(𝑥, 𝑥) ∈ 𝛽 
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koşulunu sağlıyorsa, 𝛽’ya yansıyan bağıntı denir. 

 

2. 𝑋 kümesi üzerinde bir 𝛽 bağıntısı ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝛽 ⇒ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝛽 

 

koşulunu sağlıyorsa, 𝛽’ya simetrik bağıntı denir. 

 

3. 𝑋 kümesi üzerinde bir 𝛽 bağıntısı ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

                   {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝛽 ∧ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝛽} ⇒ 𝑥 = 𝑦                                                      

 

koşulunu sağlıyorsa, 𝛽’ya ters simetrik bağıntı denir. 

 

4.  𝑋 kümesi üzerinde bir 𝛽 bağıntısı ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için  

 

                     {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝛽 ∧  (𝑦, 𝑧) ∈ 𝛽} ⇒ (𝑥, 𝑧) ∈ 𝛽                                                    

 

koşulunu sağlıyorsa, 𝛽’ya geçişken bağıntı denir. 

 

Tanım 1.1.4. 𝑋 ≠ ∅  kümesi üzerinde bir 𝛽  bağıntısı yansıma, simetri, geçişme 

özelliklerine sahipse, 𝛽’ye 𝑋 üzerinde bir denklik bağıntısı denir. 

 

Tanım 1.1.5. 𝑋 kümesi üzerinde bir 𝛽 bağıntısı verilsin ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. Bu durumda, 

𝑥’in denklik sınıfını [𝑥] veya �̅� simgeleri ile gösterilir ve 

 

�̅� = {𝑦 ∈ 𝑌 ∶  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛽} 

 

şeklinde tanımlanır. Bir 𝑋  kümesi üzerinde bir 𝛽  denklik bağıntısının tüm denklik 

sınıflarından oluşan kümeye denklik sınıfları kümesi veya 𝑋’in 𝛽’ye göre bölüm kümesi 

denir ve 

𝑋/𝛽 = {�̅� ∶ 𝑥 ∈ 𝑋} 
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şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 1.1.6. 𝑋 ≠ ∅ kümesi üzerinde bir 𝛽 bağıntısı; yansıma, ters simetri ve geçişme 

özelliklerini sağlıyorsa, 𝛽 ’ye 𝑋  üzerinde bir kısmi sıralama bağıntısı denir. Bir 𝑋 

kümesinde tanımlanan bir 𝑅 kısmi sıralama bağıntısı genellikle ≤ simgesi kullanılarak 

ifade edilir ve (𝑋, ≤) ikilisine de kısmi sıralı küme denir. 

 

Tanım 1.1.7. 𝑋 ≠ ∅  kümesi üzerindeki bir 𝛽  kısmi sıralama bağıntısı verilsin. Her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛽  ya da (𝑦, 𝑥) ∈ 𝛽  oluyorsa, 𝛽 ’ye 𝑋  üzerinde bir tam sıralama 

bağıntısı denir. Böyle durumda (𝑋, 𝛽) ikilisine de tam sıralı küme denir. 

 

Tanım 1.1.8.(𝑋, ≤) bir kısmi sıralı küme ve 𝑌 ⊂ 𝑋  olsun. Eğer (𝑌, ≤) tam sıralı bir 

küme oluyor ise, 𝑌 alt kümesine 𝑋’in bir zinciri denir. 

 

Tanım 1.1.9.  

 

1. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 ≤ 𝑀 olacak şekilde bir 𝑀 ∈ 𝑋 elemanı varsa M’ye 𝑋’in en büyük 

elemanı veya maksimumu denir ve 𝑀İ𝑁(𝑥)ile gösterilir. 

 

2. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑚 ≤ 𝑥 olacak şekilde bir 𝑚 ∈ 𝑋 elemanı varsa 𝑚’ye 𝑋’in enküçük 

elemanı veya minimumu denir ve 𝑀𝐴𝑋(𝑥) ile gösterilir. 

 

3. 𝑀∗ ∈ 𝑋  olsun. 𝑋  kümesinin 𝑀∗ ’dan kesinlikle daha büyük olan hiçbir elemanı 

yoksa; 𝑀∗ ’a, 𝑋 ’in maksimal elemanları adı verilir. 𝑋 ’in bu tür elemanlarının 

oluşturduğu kümeyi 𝑚𝑎𝑥(𝑥) ile göstereceğiz. 

 

4. 𝑚∗ ∈ 𝑋  olsun. 𝑋  kümesinin 𝑚∗ ’dan kesinlikle daha küçük olan hiçbir elemanı 

yoksa; 𝑚∗ ’a, 𝑋 ’in minimal elemanları adı verilir. 𝑋 ’in bu tür elemanlarının 

oluşturduğu kümeyi 𝑚𝑖𝑛(𝑥) ile göstereceğiz. 
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Tanım 1.1.10. 𝑋  kümesi üzerinde bir ≤  bağıntısı verilsin. Eğer aşağıdaki iki koşul 

sağlanıyorsa, verilen bağıntıya 𝑋 üzerinde ≤ bağıntısına göre iyi sıralama bağıntısı ve 

(𝑋, ≤) kümesine de iyi sıralı küme veya iyi sıralanmış küme denir. 

 

a) ≤ Bağıntısı 𝑋 kümesi üzerinde bir kısmi sıralı bağıntıdır. 

 

b) 𝑋’in boş kümeden farklı her alt kümesinin minimumu vardır. 

 

Tanım 1.1.11. (𝑋, ≤) sıralı bir küme ve 𝑌 ⊆ 𝑋 olsun. 

 

i. ∀𝑦 ∈ 𝑌 için, 𝑦 ≤ 𝑀 olacak şekilde bir 𝑀 ∈ 𝑋 varsa M’ye 𝑌 alt kümesinin bir üst 

sınırı denir. 

 

ii. ∀𝑦 ∈ 𝑌 için, 𝑚 ≤ 𝑦 olacak şekilde bir 𝑚 ∈ 𝑋 varsa m’ye, 𝑌 alt kümesinin bir alt 

sınırı denir. 

 

Tanım 1.1.12. (𝑋, ≤) bir kısmi sıralı küme ve 𝑌 ⊂ 𝑋 olsun. 

 

1. 𝑌’nin üst sınırlar kümesinin en küçük elemanına, 𝑌’nin en küçük üst sınırı veya 

supremumu denir ve 𝑠𝑢𝑝(𝑌) ile gösterilir. 

 

2. 𝑌’nin alt sınırlar kümesinin en büyük elemanına, 𝑌’nin en büyük alt sınırını veya 

infimumu denir ve 𝑖𝑛𝑓(𝑌) ile gösterilir. 

 

1.2. Kafesler 

 

Bu bölümdeki kafeslerle ilgili tanımlar (Çallıalp, 2009)’dan faydalanılmıştır. 

 

Tanım 1.2.1. (S, ≤) sıralı bir küme olsun. 

 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 için, inf(𝑎, 𝑏) = 𝑎 ∧ 𝑏  

varsa (S, ≤,∧) sistemine bir yarı kafes denir. 
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Tanım 1.2.2. (𝑆, ≤) sıralı bir küme ve 

 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 için, 𝑖𝑛𝑓(𝑎, 𝑏) = 𝑎 ∧ 𝑏 ve 𝑠𝑢𝑝(𝑎, 𝑏) = 𝑎 ∨ 𝑏  

varsa (𝑆, ≤,∧,∨) sistemine bir kafes denir. 

 

Not 1. Bir kafeste ∀𝑎 ∈ 𝑆 için, 0 ≤ 𝑎 ve 𝑎 ≤ 1 olacak şekilde, yani tüm elemanlardan 

küçük ve tüm elemanlardan büyük 0 ve 1 ile göstereceğimiz iki eleman mevcut olsun. 

 

Eğer 𝑎 ∈ 𝑆  için, 𝑎 ∧ 𝑎, = 0  ve 𝑎 ∨ 𝑎, = 1  olacak şekilde bir a,  varsa, a, ya a’nın 

tamlayanı denir. 

 

Tanım 1.2.3. Tüm elemanlarının tamlayanı mevcut olan bir kafese tamlanmış kafes 

denir. 

 

Tanım 1.2.4. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 elemanı, 

 

                            𝑎 ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ (𝑎 ∧ 𝑐)                                                    

 

dağılma özelliğini sağlayan kafese dağılmalı kafes denir. 

 

Tanım 1.2.5. (𝑆, ≤) sıralı küme olsun. ∀𝑀 ⊆ 𝑆 için SupM ve İnfM mevcut ise 𝑆’ye tam 

kafes denir. 

 

Tanım 1.2.6. (𝑆, ≤) kafes ve ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 , 𝑎 ≤ 𝑏 için 

 

𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = 𝑏 ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) 

 

 ise 𝑆’ye modüler kafes denir. 
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1.3. Gruplar 

 

Bu bölümdeki ilgili tanımlar (Çallıalp, 2009)’dan faydalanılmıştır. 

 

Tanım 1.3.1. 𝐺 boş olmayan bir küme ve *, 𝐺 de bir ikili işlem olsun.(𝐺,∗) ikilisine bir 

tek işlemli cebirsel yapı denir. 

 

Tanım 1.3.2. (𝐺,∗) cebirsel yapının aşağıdaki özellikleri varsa bu cebirsel yapıya bir 

grup denir. 

 

i. * işlemi birleşmelidir. 

 

ii. 𝐺’nin * işlemine göre etkisiz(birim) elemanı vardır. 

 

iii. 𝐺’deki her elemanın * işlemine göre tersi vardır. 

 

Eğer (𝐺,∗) cebirsel yapısı, yalnız i. Aksiyomu sağlıyorsa bir yarı gruptur denir.(𝐺,∗) bir 

grup ve * işleminin değişme özelliği varsa bir değişmeli grup veya bir Abelian grup 

denir 

 

Tanım 1.3.3. 𝐺 bir grup ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 olsun.𝑥−1𝑦−1𝑥𝑦 elemanına x ve y nin komütatörü 

denir ve [𝑥, 𝑦] ile gösterilir. 

 

1.4. Alt Gruplar 

 

Bu bölümdeki ilgili tanım ve teoremler (Çallıalp, 2009)’dan faydalanılmıştır. 

 

Tanım 1.4.1. 𝐺 bir grup ve 𝐻, 𝐺’nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. Eğer 𝐻, 𝐺’deki 

işleme göre kendi başına bir grup ise 𝐻’ye, 𝐺 ’nin bir alt grubu denir ve 𝐻 < 𝐺  ile 

gösterilir. 
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Önerme 1.4.1. 𝐺 bir grup ve ∅ ≠ 𝐻 ⊂ 𝐺 olsun. 𝐻’nin bir alt grup olması için gerek ve 

yeter koşul 

 

1. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 için 𝑎𝑏 ∈ 𝐻 ve 

 

2. ∀𝑎 ∈ 𝐻 için 𝑎−1 ∈ 𝐻 

 

veya 

 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 için 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻 (𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑎−1𝑏 ∈ 𝐻)  olmasıdır. 

 

1.5. Normal Alt Gruplar 

 

Bu bölümdeki ilgili tanım ve teorem (Çallıalp, 2009)’dan faydalanılmıştır. 

 

Teorem 1.5.1.  𝑁 < 𝐺 olsun. Aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

 

1. ∀𝑎 ∈ 𝐺, ∀𝑥 ∈ 𝑁 için 𝑎𝑥𝑎−1 ∈ 𝑁 

 

2. ∀𝑎 ∈ 𝐺 için 𝑎𝑁𝑎−1 ⊂ 𝑁 

 

3. ∀𝑎 ∈ 𝐺 için 𝑎𝑁𝑎−1 = 𝑁 

 

4. ∀𝑎 ∈ 𝐺 için 𝑎𝑁 = 𝑁𝑎 

 

Tanım 1.5.1. Teorem 1.5.1 denk koşullarından birini sağlayan 𝐺’nin bir 𝑁 alt grubuna 

normal alt grup denir ve 𝑁 ⊲ 𝐺 ile gösterilir. 

 

1.6. Grup Homomorfizma 

 

Bu bölümdeki ilgili tanım ve teoremler (Çallıalp, 2009)’dan faydalanılmıştır. 
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Tanım 1.6.1. (𝐺,⋅) ve (𝐻,∗)  iki grup ve 𝑓: 𝐺 → ℎ  bir fonksiyon olsun.∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺  için 

𝑓(𝑎. 𝑏) = 𝑓(𝑎) ∗ 𝑓(𝑏) ise 𝑓’ye 𝐺’den 𝐻’ye bir homomorfizma denir. 

 

Önerme 1.6.1. 𝑓: 𝐺 → 𝐻 bir homomorfizma olsun. 

 

i. 𝑓(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻 

 

ii. ∀𝑎 ∈ 𝐺 için, 𝑓(𝑎−1) = 𝑓(𝑎)−1 dir. 

 

Önerme 1.6.2. 𝑓: 𝐺 → 𝐻 bir homomorfizma olsun. 

 

i. 𝐺’nin her alt grubunun 𝑓 altındaki görüntüsü, 𝐻’nin bir alt grubudur. 

 

ii. 𝐻’nin her alt grubunun 𝑓 altındaki ters görüntüsü 𝐺’nin bir alt grubudur. 

 

Önerme 1.6.3. 𝑓: 𝐺 → 𝐻 bir homomorfizma olsun. 

 

i. 𝑓  örten ise 𝐺 ’nin her normal alt grubunun 𝑓  altındaki görüntüsü 𝐻 ’nin bir 

normal alt grubudur. 

 

ii. 𝐻’nin her normal alt grubunun 𝑓 altındaki ters görüntüsü 𝐺’nin bir normal alt 

grubudur. 

 

Tanım 1.6.2. 𝑓: 𝐺 → 𝐻 bir homomorfizma ise 

 

                                        𝑓−1(𝑒𝐻) = {𝑎 ∈ 𝐺 ∶ 𝑓(𝑎) = 𝑒𝐻}                                                  

 

Kümesine f homomorfizmasının çekirdeği denir ve Çekf ile gösterilir. 

 

Tanım 1.6.3. Örten, bire bir bir homomorfizmaya bir izomorfizma denir. Eğer 𝐺 ve 𝐻 

grupları arasında bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf gruplar denir ve 𝐺 ≅ 𝐻 

yazılır. 
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Teorem 1.6.1. (homomorfizma teoremi) 𝑓: 𝐺 → 𝐻 bir homomorfizma olsun. 

 

i. Ç𝑒𝑘𝑓 = 𝑁 ⊲ 𝐺 

 

ii. ℎ ∈ 𝐻 ve bir 𝑎 ∈ 𝐺 için 𝑓(𝑎) = ℎ ise 𝑓−1(ℎ) = 𝑎𝑁 dir. 

 

iii. 𝐺 ∕ 𝑁 ≅ 𝑓(𝐺) dir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

11 
 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

2.1. Fuzzy Alt küme 

 

Bu bölümde ilgili tanımlar ve teoremler (Mordeson ve Malik, 1998)’dan 

faydalanılmıştır.   

 

Tanım 2.1.1. 𝑋  herhangi bir küme olmak üzere, µ: 𝑋 → [0,1]  şeklinde tanımlanan µ 

fonksiyonuna 𝑋’in fuzzy(Bulanık) alt kümesi denir. 𝑋’in bütün fuzzy alt kümelerinin 

oluşturduğu kümeye 𝑋 ’in fuzzy(Bulanık) kuvvet kümesi denir ve [0,1]𝑋  şeklinde 

gösterilir (Zadeh, 1965). 

 

Tanım 2.1.2. µ ∈ [0,1]𝑋  olmak üzere {µ(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋}  ile tanımlanan kümeye µ’nün 

görüntü kümesi denir ve µ(𝑋) ya da 𝐼𝑚(𝑋) şeklinde gösterilir (Kaufmann, 1975). 

 

Tanım 2.1.3. µ ∈ [0,1]𝑋  olmak üzere µ∗ = {𝑥: µ(𝑥) > 0 , 𝑥 ∈ 𝑋}  kümesine µ’nün 

destekleyicisi denir. Eğer µ∗ sonlu bir küme ise µ’ye de sonlu fuzzy(Bulanık) küme, µ∗ 

sonsuz bir küme ise µ’ye de sonsuz fuzzy(Bulanık) küme denir. Ayrıca 1 ∈ µ(𝑥) ise 

µ’ye 𝑋’in birimli fuzzy alt kümesi denir (Kaufmann, 1975). 

 

Tanım 2.1.4. 𝑌 ⊂ 𝑋 ve 𝑎 ∈ [0,1] olmak üzere 𝑎𝑌 ∈ [0,1]𝑋 aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

𝑎𝑌 = {
𝑎 ; 𝑥 ∈ 𝑌
0  ; 𝑥 ∉ 𝑌

 

 

Özel olarak; eğer 𝑌 = {𝑥} ise 𝑎𝑌 kümesi 𝑎{𝑥} şeklinde gösterilir ve [0,1] − 𝑛𝑜𝑘𝑡𝑎 veya 

[0,1] 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑙𝑒𝑡𝑜𝑛 şeklinde isimlendirilir. 

 

Eğer 𝑎 = 1 ise  

 

 1𝑌 = {
1 ; 𝑥 ∈ 𝑌
0 ; 𝑥 ∉ 𝑌
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fonksiyonuna 𝑌’nin karakteristik fonksiyonu denir (Kaufmann, 1975). 

 

Tanım 2.1.5. 𝐺 bir grup ve ∀µ, 𝑣 ∈ [0,1]𝐺 fuzzy kümeleri olmak üzere ∀𝑥 ∈ 𝐺 için  

 

(µ ∘ 𝑣)(𝑥) = ⋁{µ(𝑦) ∧ 𝑣(𝑧) ∶ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 ,   𝑦𝑧 = 𝑥} 

 

dir. 

 

µ−1(𝑥) = µ(𝑥−1) olarak µ fuzzy(Bulanık) kümesinin tersi tanımlanır. 

 

Tanım 2.1.6. µ, 𝑣 ∈ [0,1]𝑋 olmak üzere ∀𝑥 ∈ 𝑋 için µ(𝑥) ≤ 𝑣(𝑥) ise 𝑣 fuzzy(Bulanık) 

kümesi, µ fuzzy kümesini kapsar denir ve µ ⊆ 𝑣 şeklinde gösterilir (Kaufmann, 1975). 

 

Tanım 2.1.7. µ, 𝑣 ∈ [0,1]𝑋  olmak üzere µ ∩ 𝑣, µ ∪ 𝑣 ∈ [0,1]𝑋  kümeleri şu şekilde 

tanımlanır. 

 

(µ ∩ 𝑣)(𝑥) = µ(𝑥) ∧ 𝑣(𝑥) 

 

(µ ∪ 𝑣)(𝑥) = µ(𝑥) ∨ 𝑣(𝑥) 

 

Burada 𝜇 ∪ 𝑣 ve 𝜇 ∩ 𝑣’ye sırası ile bileşkesi ve arakesiti denir. 

 

Tanım 2.1.7’de verilen iki fuzzy(Bulanık) fonksiyon arasındaki kesişim ve birleşim 

işlemleri her hangi bir fuzzy(Bulanık) fonksiyon ailesi için de şu şekilde genelleştirilir. 

 

𝐽 = {𝜇𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} şeklinde 𝑋’in fuzzy(Bulanık) alt küme ailesi olsun.∀𝑥 ∈ 𝑋 için 

 

(⋂ 𝜇𝑖

𝑖∈𝐼

) (𝑥) = ⋀ 𝜇𝑖(𝑥)

𝑖∈𝐼
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(⋃ 𝜇𝑖

𝑖∈𝐼

) (𝑥) = ⋁ 𝜇𝑖(𝑥)

𝑖∈𝐼

 

dir. 

 

𝐼 = {1,2,3, … , 𝑛} ise 

 

⋂ 𝜇𝑖 = ⋂ 𝜇𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝜇1 ∩ 𝜇2 ∩ … ∩ 𝜇𝑛

𝑖∈𝐼

 

 

⋃ 𝜇𝑖 =

𝑖∈𝐼

⋃ 𝜇𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝜇1 ∪ 𝜇2 ∪ … ∪ 𝜇𝑛 

 

şeklinde ifade edilir (Kaufmann, 1975). 

 

Tanım 2.1.8. µ ∈ [0,1]𝑋  olmak üzere 𝑎 ∈ [0,1] için  

 

µ𝑎 = {𝑥 ∶  𝑥 ∈ 𝑋, µ(𝑥) ≥ 𝑎} 

 

kümesine µ’nün seviye(kesit) fuzzy(Bulanık) alt kümesi denir (Kaufmann, 1975). 

 

Teorem 2.1.1. µ, 𝑣 ∈ [0,1]𝑋 olmak üzere aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

 

a) µ ⊆ 𝑣 , 𝑎 ∈ [0,1] ise µ𝑎 ⊆ 𝑣𝑎 

 

b) 𝑎 ≤ 𝑏 , 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] ise µ𝑏 ⊆ µ𝑎 

 

c) µ = 𝑣 ⇔ µ𝑎 = 𝑣𝑎 , ∀𝑎 ∈ [0,1] 

 

İspat 2.1.1. 

 

a) µ ⊆ 𝑣 olsun. 

∀𝑥 ∈ 𝑋 için µ(𝑥) ≤ 𝑣(𝑥) 
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𝑎 ∈ [0,1] için 𝑦 ∈ µ𝑎 ise  𝑎 ≤ µ(𝑦) 

Ayrıca µ𝑎 ⊆ 𝑋 ve µ ⊆ 𝑣 olduğundan µ(𝑦) ≤ 𝑣(𝑦) 

Dolayısıyla 𝑎 ≤ µ(𝑦) ≤ 𝑣(𝑦) ve 𝑎 ≤ 𝑣(𝑦) 

𝑎 ∈ 𝑣(𝑦) ise 𝑦 ∈ 𝑣𝑎’dir. 

Yani µ𝑎 ⊆ 𝑣𝑎 elde edilir. 

 

b) 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] olmak üzere 𝑎 ≤ 𝑏 olsun.  

𝑥 ∈ µ𝑏 olsun.  

Bu takdirde 𝑏 ≤ µ(𝑥) ve 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ µ(𝑥) 

𝑎 ≤ µ(𝑥) sonucu bulunur. 

ve 𝑥 ∈ µ𝑎’dir. 

Böylece µ𝑏 ⊆ µ𝑎 elde edilir. 

 

c) µ = 𝑣 olsun.  

𝑎 ∈ [0,1] için 𝑥 ∈ µ𝑎 ise µ(𝑥) ≥ 𝑎 

µ = 𝑣 olduğundan ∀𝑥 ∈ 𝑋 için µ(𝑥) = 𝑣(𝑥)  

µ(𝑥) = 𝑣(𝑥) ≥ 𝑎 ise 𝑥 ∈ 𝑣𝑎 ‘dir.  

ve µ𝑎 ⊆ 𝑣𝑎 elde edilir. 

Benzer şekilde 𝑣𝑎 ⊆ µ𝑎 olduğu açıktır.  

Sonuç olarak µ𝑎 = 𝑣𝑎 elde edilir.  

Bu kez ∀𝑎 ∈ [0,1] için µ𝑎 = 𝑣𝑎 olsun.  

∀𝑥 ∈ 𝑋 İçin µ(𝑥) = 𝑣(𝑥) ≥ 𝑎 ve µ = 𝑣 elde edilir. 

 

Teorem 2.1.2. 𝜇, 𝑣 ∈ [0,1]𝑋 , ∀𝑎 ∈ [0,1] için 

 

i. 𝜇𝑎 ∪ 𝑣𝑎 = (𝜇 ∪ 𝑣)𝑎 

 

ii. 𝜇𝑎 ∩ 𝑣𝑎 = (𝜇 ∩ 𝑣)𝑎 

 

İspat 2.1.2. 

 

i.  𝑥 ∈ 𝜇𝑎 veya 𝑥 ∈ 𝑣𝑎  
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𝜇(𝑥) ≥ 𝑎 veya 𝑣(𝑥) ≥ 𝑎  

𝜇(𝑥) ∨ 𝑣(𝑥) ≥ 𝑎  

(𝜇 ∪ 𝑣)(𝑥) ≥ 𝑎, 𝑥 ∈ (𝜇 ∪ 𝑣)𝑎 

(𝜇𝑎) ∪ (𝑣𝑎) ⊆ (𝜇 ∪ 𝑣)𝑎          (*) 

 

𝑥 ∈ (𝜇 ∪ 𝑣)𝑎 alalım 

(𝜇 ∪ 𝑣)(𝑥) ≥ 𝑎  

𝜇(𝑥) ∨ 𝑣(𝑥) ≥ 𝑎 tır.  

𝜇(𝑥) ≥ 𝑎 veya 𝑣(𝑥) ≥ 𝑎  

𝑥 ∈ 𝜇𝑎 veya 𝑥 ∈ 𝑣𝑎 

(𝜇 ∪ 𝑣)𝑎 ⊆ 𝜇𝑎 ∪ 𝑣𝑎          (**) 

 

(*) ve (**) den istenilen elde edilir. 

 

ii. 𝑥 ∈ 𝜇𝑎 ∩ 𝑣𝑎 olsun. 

𝑥 ∈ 𝜇𝑎 ve 𝑥 ∈ 𝑣𝑎 dır. 

𝜇(𝑥) ≥ 𝑎 ve 𝑣(𝑥) ≥ 𝑎 dır. 

𝜇(𝑥) ∧ 𝑣(𝑥) ≥ 𝑎  

(𝜇 ∩ 𝑣)(𝑥) ≥ 𝑎  

𝑥 ∈ (𝜇 ∩ 𝑣)𝑎  

𝜇𝑎 ∩ 𝑣𝑎 ⊆ (𝜇 ∩ 𝑣)𝑎          (*) 

 

𝑥 ∈ (𝜇 ∩ 𝑣)𝑎 olsun. 

(𝜇 ∩ 𝑣)(𝑥) ≥ 𝑎 dır. 

𝜇(𝑥) ∧ 𝑣(𝑥) ≥ 𝑎 dır. 

𝜇(𝑥) ≥ 𝑎 ve 𝑣(𝑥) ≥ 𝑎  

𝑥 ∈ 𝜇𝑎 ve 𝑥 ∈ 𝑣𝑎 

𝑥 ∈ 𝜇𝑎 ∩ 𝑣𝑎  

(𝜇 ∩ 𝑣)𝑎 ⊆ 𝜇𝑎 ∩ 𝑣𝑎          (**) 

 

(*) ve (**) istenen elde edilir. 

 



 

16 
 

Teorem 2.1.3. {µ𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ⊆ [0,1]𝑋 olmak üzere herhangi bir 𝑎 ∈ [0,1] için  

 

a)  ⋃ (µ𝑖)𝑎𝑖∈𝐼 ⊆ (⋃ µ𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎 

 

b)  ⋂ (µ𝑖)𝑎 =𝑖∈𝐼 (⋂ µ𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎 

 

İspat 2.1.3. 

 

a. 𝑥 ∈ ⋃ (𝜇𝑖)𝑎𝑖∈𝐼    ∃𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑥 ∈ (𝜇𝑖)𝑎 tır. 

𝜇𝑖 ≥ 𝑎  

⋁ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 ≥ 𝑎 tır. 

(⋃ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )(𝑥) ≥ 𝑎  

𝑥 ∈ (⋃ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎  

⋃ (𝜇𝑖)𝑎𝑖∈𝐼 ⊆ (⋃ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎          

den istenilen elde edilir. 

 

b. 𝑥 ∈ ⋂ (𝜇𝑖)𝑎𝑖∈𝐼  olsun. 

∀𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑥 ∈ (𝜇𝑖)𝑎  

∀𝑖 ∈ 𝐼 için (𝜇𝑖)(𝑥) ≥ 𝑎 tır. 

⋀ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 (𝑥) ≥ 𝑎  

(⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )(𝑥) ≥ 𝑎  

𝑥 ∈ (⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎  

Yani ⋂ (𝜇𝑖)𝑎𝑖∈𝐼 ⊆ (⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎        (*) 

𝑥 ∈ (⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎  

(⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )(𝑥) ≥ 𝑎  

⋀ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 (𝑥) ≥ 𝑎 tır. 

∀𝑖 ∈ 𝐼 için 𝜇𝑖(𝑥) ≥ 𝑎 tır. 

∀𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑥 ∈ (𝜇𝑖)𝑎 tır. 

𝑥 ∈ ⋂ (𝜇𝑖)𝑎𝑖∈𝐼   

(⋂ 𝜇𝑖𝑖∈𝐼 )𝑎 ⊆ ⋂ (𝜇𝑖)𝑎𝑖∈𝐼          (**) 

 

(*) ve (**) den istenilen elde edilir. 
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Teorem 2.1.4. µ ∈ [0,1]𝑋  ve {𝑎𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ⊂ [0,1] olmak üzere 𝑏 = ⋀ 𝑎𝑖𝑖∈𝐼  , 𝑐 = ⋁ 𝑎𝑖𝑖∈𝐼   

için 

 

1. ⋃ µ𝑎𝑖𝑖∈𝐼 ⊆ µ𝑏 

 

2. ⋂ µ𝑎𝑖𝑖∈𝐼 = µ𝑐 

 

İspat 2.1.4. 

 

1. 𝑥 ∈ ⋃ µ𝑎𝑖𝑖∈𝐼  olsun. 

𝑎𝑡 ≤ µ(𝑥) olmak üzere en az bir 𝑡 ∈ 𝐼 vardır. 

𝑏 = ⋀ 𝑎𝑖𝑖∈𝐼 ≤ 𝑎𝑡 olduğuna göre 

𝑏 ≤ 𝑎𝑡 ≤ µ(𝑥) ⇒ 𝑏 ≤ µ(𝑥) ⇒ 𝑥 ∈ µ𝑏  ⇒ ⋃ µ𝑎𝑖𝑖∈𝐼  ⊆  µ𝑏 

 

2. 𝑥 ∈ ⋂ µ𝑎𝑖𝑖∈𝐼  olsun. 

∀𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑎𝑖 ≤ µ(𝑥) 

𝑐 = ⋁ 𝑎𝑖𝑖∈𝐼  için 𝑐 ≤ µ(𝑥) elde edilir ve  𝑥 ∈ µ𝑐 

ise ⋂ µ𝑎𝑖𝑖∈𝐼 ⊆  µ𝑐                                              (1) 

 

𝑥 ∈ µ𝑐 olsun. 

𝑐 = ⋁ 𝑎𝑖𝑖∈𝐼  olmak üzere ∀𝑖 ∈ 𝐼 için ⋁ 𝑎𝑖  𝑖∈𝐼 = 𝑐 ≤ µ(𝑥)  

ise 𝑎𝑖 ≤ µ(𝑥) , (∀𝑖 ∈ 𝐼) dolayısıyla 𝑥 ∈ ⋂ µ𝑎𝑖𝑖∈𝐼 ’dir.  

Bu ise µ𝑐 ⊆ ⋂ µ𝑎𝑖𝑖∈𝐼                                                     (2) 

 

(1) ve (2) den ⋂ µ𝑎𝑖𝑖∈𝐼 = µ𝑐 elde edilir. 

 

Teorem 2.1.5. µ ∈ [0,1]𝑋 olmak üzere   µ = ⋃ 𝑎µ𝑎𝑎∈[0,1] = ⋃ 𝑎µ𝑎𝑎∈µ(𝑥) ’dir. 
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İspat 2.1.5. 

 

⋃ 𝑎µ𝑎

𝑎∈[0,1]

(𝑥) = ⋁ 𝑎µ𝑎

𝑎∈[0,1]

(𝑥) = ⋁{𝑎 ∈ [0,1] ∶ 𝑎 ≤ µ(𝑥)} = µ(𝑥) 

 

⇒ µ = ⋃ 𝑎µ𝑎

𝑎∈[0,1]

 

 

⋃ 𝑎µ𝑎

𝑎∈µ(𝑥)

(𝑥) = ⋁ 𝑎µ𝑎

𝑎∈µ(𝑥)

= ⋁{𝑎 ∈ µ(𝑥): 𝑎 ≤ µ(𝑥)} = µ(𝑥) 

 

⇒ µ = ⋃ 𝑎µ𝑎

𝑎∈µ(𝑥)

 

 

Tanım 2.1.9. 𝐼  boştan farklı indeks kümesi olmak üzere {𝑋𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}  boştan farklı 

kümelerin ailesi olsun. 

 

                              𝑋 = ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐼 = {(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 ∶  𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼}                                         (12) 

 

şeklinde kartezyen çarpım tanımlanır. 

 

∀𝑖 ∈ 𝐼  için µ ∈ [0,1]𝑋  olmak üzere ∀𝑥 = (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ 𝑋  için µ(𝑥) = ⋀ µ𝑖𝑖∈𝐼 (𝑥𝑖) şeklinde 

tanımlanmış µ ∈ [0,1]𝑋 fuzzy(Bulanık) kümesine µ𝑖’lerin tam direkt çarpımı denir ve  

 

µ = ∏ µ𝑖

∼

𝑖∈𝐼

 

 

şeklinde gösterilir. 

 

Eğer 𝐼 = {1,2,3, … , 𝑛} ise  

 

𝑋 = ∏ 𝑋𝑖

𝑖∈𝐼

= 𝑋1 × 𝑋2 × 𝑋3 … 𝑋𝑛 
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      = {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥3) ∶  𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛} 

 

şeklindedir ve  

 

∏ µ𝑖

∼

𝑖∈𝐼

= µ1⨂µ2⨂µ3⨂ … ⨂µ𝑛 

 

şeklinde tanımlanır. Eğer µ𝑖, 𝑣𝑖 ∈ [0,1]𝑋𝑖 ve ∀𝑖 ∈ 𝐼 için µ𝑖 ⊆ 𝑣𝑖 ise 

 

∏ µ𝑖

∼

𝑖∈𝐼

⊆ ∏ 𝑣𝑖

∼

𝑖∈𝐼

 

 

 olduğu açıktır. 

 

Tanım 2.1.10. 𝑋  ve 𝑌 herhangi iki küme µ ∈ [0,1]𝑋 , 𝑣 ∈ [0,1]𝑌  ve 𝑓: 𝑋 → 𝑌  bir 

fonksiyon olsun. 𝑓(µ) ∈ [0,1]𝑌  ve 𝑓−1(𝑣) ∈ [0,1]𝑋  fuzzy(Bulanık) kümeler olmak 

üzere ∀𝑦 ∈ 𝑌 için 

 

𝑓(µ)(𝑦) = {
∨ {µ(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥) = 𝑦} ; 𝑓−1(𝑥) ≠ ∅

0                                               ;  𝑓−1(𝑥) = ∅
 

 

∀𝑥 ∈ 𝑋 için 

 

𝑓−1(𝑣)(𝑥) = 𝑣(𝑓(𝑥)) 

 

şeklindeki fonksiyonlara sırasıyla 𝑓’nin  µ altındaki görüntüsü ve 𝑓’nin 𝑣 altındaki ters 

görüntüsü denir. 

 

Teorem 2.1.6. 𝑓: 𝑋 → 𝑌 , 𝑔: 𝑌 → 𝑍 ye birer fonksiyon olsun.  Bu takdirde aşağıdakiler 

doğrudur. 

 

1. ∀𝑖 ∈ 𝐼, µ𝑖 ∈ [0,1]𝑋 için 
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𝑓 (⋃ µ𝑖

𝑖∈𝐼

) = ⋃ 𝑓(µ𝑖)

𝑖∈𝐼

 

 

ve ∀ µ1, µ2 ∈ [0,1]𝑋 için  µ1 ⊆ µ2 ise 𝑓(µ1) ⊆ 𝑓(µ2) dir. 

 

2. ∀𝑗 ∈ 𝐽, 𝑣𝑗 ∈ [0,1]𝑌 için 

 

𝑓−1 (⋃ 𝑣𝑗

𝑗∈𝐽

) = ⋃ 𝑓−1(𝑣𝑗)

𝑗∈𝐽

 

 

ve  

 

𝑓−1(⋂ 𝑣𝑗)

𝑗∈𝐽

= ⋂ 𝑓−1(𝑣𝑗)

𝑗∈𝐽

 

 

Ayrıca ∀𝑣1, 𝑣2 ∈ [0,1]𝑌 için 𝑣1 ⊆ 𝑣2 ise 𝑓−1(𝑣1) ⊆ 𝑓−1(𝑣2). 

 

3. ∀µ ∈ [0,1]𝑋 için 𝑓−1(𝑓(µ)) ⊇ µ  eğer 𝑓 bire bir ise  𝑓−1(𝑓(µ)) = µ. 

 

4. ∀𝑣 ∈ [0,1]𝑌 için  𝑓(𝑓−1(𝑣)) ⊆ 𝑣 eğer 𝑓 örten ise 𝑓(𝑓−1(𝑣)) = 𝑣. 

 

5. ∀µ ∈ [0,1]𝑋 , ∀𝑣 ∈ [0,1]𝑌 için 𝑓(µ) ⊆ 𝑣 ⟺  µ ⊆ 𝑓−1(𝑣). 

 

6. ∀µ ∈ [0,1]𝑋 için  𝑔(𝑓(µ)) = (𝑔𝑜𝑓)(µ). 

 

İspat 2.1.6. 

 

1. ∀𝑦 ∈ 𝑌 için  

 

𝑓 (⋃ µ𝑖

𝑖∈𝐼

) (𝑦) = ⋁ {(⋃ µ𝑖

𝑖∈𝐼

) (𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥) = 𝑦} 
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= ⋁ {⋁ µ𝑖(𝑥)

𝑖∈𝐼

∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥) = 𝑦} 

 

= ⋁ {⋁{µ𝑖(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥) = 𝑦}} = ⋁(𝑓(𝜇𝑖)(𝑦))

𝑖∈𝐼

= ⋃ 𝑓(µ𝑖)

𝑖∈𝐼

(𝑦) 

∀µ1, µ2 ∈ [0,1]𝑋 İçin µ1 ⊆ µ2 olsun. ∀𝑥 ∈ 𝑋 İçin µ1(𝑥) ⊆ µ2(𝑥)’dir. 

 

∀𝑦 ∈ 𝑌 için    

 

𝑓(µ1)(𝑦) = ⋁{µ1(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥) = 𝑦} 

 

≤ ⋁{µ2(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥) = 𝑦} 

 

                                      = 𝑓(µ2)(𝑦)  ⇒ 𝑓(µ1) ⊆ 𝑓(µ2) 

 

2. ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 

 

𝑓−1 (⋃ 𝑣𝑗

𝑗∈𝐽

) (𝑥) = (⋃ 𝑣𝑗

𝑗∈𝐽

) (𝑓(𝑥)) = ⋁ 𝑣𝑗(𝑓(𝑥))

𝑗∈𝐽

= ⋁ 𝑓−1(𝑣𝑗)

𝑗∈𝐽

(𝑥) 

 

= (⋃ 𝑓−1(𝑣𝑗)

𝑗∈𝐽

) (𝑥) 

 

∀𝑥 ∈ 𝑋 için 

 

𝑓−1 (⋂ 𝑣𝑗

𝑗∈𝐽

) (𝑥) = (⋂ 𝑣𝑗

𝑗∈𝐽

) (𝑓(𝑥)) = ⋀ 𝑣𝑗(𝑓(𝑥))

𝑗∈𝐽

= ⋀ 𝑓−1(𝑣𝑗)

𝑗∈𝐽

(𝑥)   
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= (⋂ 𝑓−1

𝑗∈𝐽

(𝑣𝑗)) (𝑥) 

 

ve  

∀ 𝑣1, 𝑣2 ∈ [0,1]𝑌 , ∀𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑣1 ⊆ 𝑣2  ⇒  𝑣1(𝑦) ≤ 𝑣2(𝑦)’dir.  

 

𝑦 = 𝑓(𝑥) olsun.  ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 için  

 

𝑓−1(𝑣1)(𝑥) = 𝑣1(𝑓(𝑥)) ≤ 𝑣2(𝑓(𝑥)) = 𝑓−1(𝑣2)(𝑥) 

⇒ 𝑓−1(𝑣1)(𝑥) ≤ 𝑓−1(𝑣2)(𝑥) 

⇒ 𝑓−1(𝑣1) ⊆ 𝑓−1(𝑣2) 

 

3. ∀µ ∈ [0,1]𝑋 ve ∀𝑥 ∈ 𝑋 için  

 

𝑓−1(𝑓(µ))(𝑥) = 𝑓(µ)(𝑓(𝑥)) = ⋁{µ(𝑥1) ∶  𝑥1 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥)} ≥ µ(𝑥) 

 

Eğer 𝑓, bire bir ise ∀𝑥1, 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥)  ⇒  𝑥1 = 𝑥 dir. 

 

𝑓−1(𝑓(µ))(𝑥) = 𝑓(µ)(𝑓(𝑥)) = ⋁{µ(𝑥1) ∶  𝑥1 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥)} = 𝜇(𝑥) 

 

4. ∀𝑣 ∈ [0,1]𝑌,∀𝑦 ∈ 𝑌 için 

 

𝑓(𝑓−1(𝑣))(𝑦) = ⋁{𝑓−1(𝑣)(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥) = 𝑦} 

 

= ⋁{𝑣(𝑓(𝑥)) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥) = 𝑦} 

 

= {
𝑣(𝑦)   ;    𝑦 ∈ 𝑓(𝑋)

0         ;     𝑦 ∉ 𝑓(𝑋)
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≤ 𝑣(𝑦)  ⇒ 𝑓(𝑓−1(𝑣)) ⊆ 𝑣 

 

eğer 𝑓 örten ise ∀𝑦 ∈ 𝑓(𝑥)’dir ve 𝑓(𝑓−1(𝑣)) = 𝑣 dir. 

 

5. ∀µ ∈ [0,1]𝑋 , ∀𝑣 ∈ [0,1]𝑌 olmak üzere ∀𝑥 ∈ 𝑋 ve ∀𝑦 ∈ 𝑓(𝑋) için 

 

𝑓(µ)(𝑦) ≤ 𝑣(𝑦)  ⟺  ⋁{µ(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥) = 𝑦} ≤ 𝑣(𝑦) 

 

⟺ µ(𝑥) ≤ 𝑣(𝑓(𝑥)) 

⟺ µ(𝑥) ≤ 𝑓−1(𝑣)(𝑥) 

 

6. ∀𝑧 ∈ 𝑍 , ∀µ∈[0,1]𝑋 için 

 

𝑔(𝑓(µ))(𝑧) = ⋁{𝑓(µ)(𝑦) ∶ 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑔(𝑦) = 𝑧} 

 

= ⋁ {⋁{µ(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑓(𝑥) = 𝑦} ∶ 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑔(𝑦) = 𝑧} 

 

= ⋁{µ(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 ,   𝑔 ∘ 𝑓(𝑥) = 𝑧} 

 

= (𝑔 ∘ 𝑓)(µ)(𝑥) 

  

2.2. Fuzzy Alt Gruplar 

 

Bu bölümde ilgili tanım ve teoremler (Mordeson ve Malik, 1998)’dan 

faydalanılmıştır. 

 

Tanım 2.2.1. 𝐺 bir grup ve µ ∈ [0,1]𝐺 olsun. Eğer µ aşağıdaki koşulları sağlıyorsa µ ye 

𝐺’in fuzzy alt grubu denir.        

              

(G1) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, µ(𝑥𝑦) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦)  
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(G2) ∀𝑥 ∈ 𝐺 için, µ(𝑥−1) ≥ µ(𝑥)  

 

Tanım 2.2.2. 𝐺 bir grup, µ, 𝐺’in fuzzy alt grubu ve e, 𝐺’in etkisiz elemanı olmak üzere    

                      𝜇∗ = {𝑥 ∈ 𝐺 ∶  µ(𝑥) = µ(𝑒)} 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.2.3. µ sonlu bir 𝐺 grubunun fuzzy alt grubu olsun. Eğer µ∗, 𝐺’nin değişmeli alt 

grubu ise µ ye fuzzy değişmeli alt grup denir. 

 

Teorem 2.2.1. 𝐺 bir grup ve µ, 𝑣, µ𝑖 ∈ [0,1]𝐺  (𝑖 ∈ 𝐼), 𝑎 =∨ {µ(𝑥): 𝑥 ∈ 𝐺} olsun. 

 

1. ∀𝑥 ∈ 𝐺 için, (µ ∘ 𝑣)(𝑥) = ⋁ (µ(𝑦) ∧ 𝑣(𝑦−1𝑥))𝑦∈𝐺 = ⋁ (µ(𝑥𝑦−1) ∧ 𝑣(𝑦)𝑦∈𝐺 ) 

 

2. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için,  (𝑎𝑦 ∘ µ)(𝑥) = µ(𝑦−1𝑥) 

 

3. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, (µ ∘ 𝑎𝑦)(𝑥) = µ(𝑥𝑦−1) 

 

4. (µ−1)−1 = µ 

 

5. µ ⊆ 𝑣 ⇔  µ−1 ⊆ 𝑣−1  

 

6. (⋃ µ𝑖𝑖∈𝐼 )−1 = ⋃ µ𝑖
−1

𝑖∈𝐼  

 

7. (⋂ µ𝑖𝑖∈𝐼 )−1 = ⋂ µ𝑖
−1

𝑖∈𝐼  

 

8. (µ ∘ 𝑣)−1 = 𝑣−1 ∘ µ−1 𝑑ir. 

 

İspat 2.2.1. 

 

1. ∀𝑥 ∈ 𝐺 için, 
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(µ ∘ 𝑣)(𝑥) = ⋁{µ(𝑦) ∧ 𝑣(𝑦−1𝑥): 𝑦(𝑦−1𝑥) = 𝑥} 

 

= ⋁{µ(𝑥𝑦−1) ∧ 𝑣(𝑦): (𝑥𝑦−1) = 𝑥} 

2. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, 

(𝑎𝑦 ∘ µ)(𝑥) = ⋁ (𝑎𝑦(𝑦) ∧ µ(𝑦−1𝑥))

𝑦∈𝐺

 

 

= ⋁(𝑎 ∧ µ(𝑦−1𝑥))

𝑦∈𝐺

 

 

= ⋁ ((⋁{µ(𝑥): 𝑥 ∈ 𝐺}) ∧ µ(𝑦−1𝑥))

𝑦∈𝐺

 

 

= µ(𝑦−1𝑥) 

 

3. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, 

 

(µ ∘ 𝑎𝑦)(𝑥) = ⋁ (µ(𝑥𝑦−1) ∧ 𝑎𝑦(𝑦))

𝑦∈𝐺

 

 

⋁ (µ(𝑥𝑦−1) ∧ ⋁(µ(𝑥)  ∶ 𝑥 ∈ 𝑋))

𝑦∈𝐺

 

 

= µ(𝑥𝑦−1) 

 

4. ∀𝑥 ∈ 𝐺 için,   

 

(µ−1)−1(𝑥) = µ−1(𝑥−1) = µ((𝑥−1)−1) = µ(𝑥) 

 

5. ∀𝑥 ∈ 𝐺 için,  
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µ ⊆ 𝑣 ⇔  µ(𝑥) ≤ 𝑣(𝑥)  ⇔  µ(𝑥−1) ≤ 𝑣(𝑥−1) 

⇔ µ−1(𝑥) ≤ 𝑣−1(𝑥) 

⇔ µ−1 ⊆ 𝑣−1 

 

6. ∀𝑥 ∈ 𝐺 için, 

 

(⋃ µ𝑖

𝑖∈𝐼

)

−1

(𝑥) = (⋃ µ𝑖

𝑖∈𝐼

) (𝑥−1) = ⋁ µ𝑖(𝑥−1) =

𝑖∈𝐼

⋁ µ𝑖
−1(𝑥)

𝑖∈𝐼

 

 

= (⋃(µ𝑖)
−1

𝑖∈𝐼

) (𝑥) 

 

7. ∀𝑥 ∈ 𝐺 için, 

 

(⋂ µ𝑖

𝑖∈𝐼

)

−1

(𝑥) = (⋂ µ𝑖

𝑖∈𝐼

) (𝑥−1) 

 

= ⋀ µ𝑖(𝑥−1)

𝑖∈𝐼

= ⋀ µ𝑖
−1(𝑥)

𝑖∈𝐼

= ⋂ µ𝑖
−1(𝑥)

𝑖∈𝐼

 

 

 

8. ∀ 𝑥 ∈ 𝐺 için, (µ ∘ 𝑣)−1(𝑥) = (µ ∘ 𝑣)(𝑥−1)   

 

= ⋁{µ(𝑧−1) ∧ 𝑣(𝑦−1) ∶  𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 , 𝑥−1 = 𝑧−1𝑦−1} 

 

= ⋁{𝑣−1(𝑦) ∧ µ−1(𝑧) ∶ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 , 𝑥 = 𝑦𝑧} 

 

= (𝑣−1 ∘ µ−1)(𝑥) 
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Teorem 2.2.2. 𝐺 bir grup olsun. µ, 𝐺’in fuzzy alt grubu olması için gerek ve yeter koşul 

∀ 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝐺 için 

 

µ(𝑥𝑦−1) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦) 

 

olmasıdır. 

 

İspat 2.2.2. µ, 𝐺’in bulanık alt grubu olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, 

 

µ(𝑥𝑦−1) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦−1) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦) 

dir. 

 

Bu kez ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, µ(𝑥𝑦−1) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦)  olsun. 

 

                           µ(𝑥𝑦) = µ(𝑥𝑦𝑦𝑦−1) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦𝑦−1𝑦−1) 

≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦𝑦−1) ∧ µ(𝑦) 

        ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦) ∧ µ(𝑦) ∧ µ(𝑦) 

                                                  = µ(𝑥) ∧ µ(𝑦) 

 

Ayrıca, 

 

µ(𝑥−1) = µ(𝑥−1𝑥𝑥−1) ≥ µ(𝑥−1𝑥) ∧ µ(𝑥) 

                                             = µ(𝑥𝑥−1) ∧ µ(𝑥) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑥) ∧ µ(𝑥) 

             = µ(𝑥) 

Sonuç olarak µ, 𝐺 grubunun fuzzy alt grubu olduğu elde edilir. 

 

Teorem 2.2.3. 𝐺 bir grup ve µ, 𝐺grubunun fuzzy alt grubu olsun. ∀𝑥 ∈ 𝐺 için, 

 

1. µ(𝑒) ≥ µ(𝑥) 

 

2. µ(𝑥) = µ(𝑥−1) dir. 
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İspat 2.2.3. 

 

1. ∀𝑥 ∈ 𝐺 için, 

µ(𝑒) = µ(𝑥𝑥−1) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑥) = µ(𝑥) 

  

2. ∀𝑥 ∈ 𝐺 için, 

µ(𝑥) = µ((𝑥−1)−1) ≥ µ(𝑥−1) ≥ µ(𝑥) 

 

Teorem 2.2.4. 𝐺  sonlu bir grup olmak üzere eğer µ(𝑥𝑦) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦)  ise µ, 𝐺 

grubunun fuzzy alt grubudur. 

 

İspat 2.2.4. 

 

𝑥 = 𝑒 olsun.  

𝜇(𝑒−1) = 𝜇(𝑒) sağlar. 

𝑥 ≠ 𝑒 olsun. 

𝑥𝑟 = 𝑥𝑠 olacak şekilde 𝑟 ≥ 𝑠 ≥ 0 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑍+ mevcuttur. 

𝑥𝑟−𝑠 = 𝑒 dir. 𝑟 − 𝑠 − 1 ≥ 0 olur. 

𝑥−1 = 𝑥𝑟−𝑠−1 ∈ 𝐺 dir. 

𝜇(𝑥−1) = 𝜇(𝑥𝑟−𝑠−1) ≥ 𝜇(𝑥) elde edilir. 

 

Teorem 2.2.5. 𝐺  bir grup ve µ , 𝐺  grubunun fuzzy alt grubu olsun.  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için, 

µ(𝑥𝑦) = µ(𝑦) olması için gerek ve yeter koşul µ(x)=µ(e) olmasıdır. 

 

İspat 2.2.5. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için µ(𝑥𝑦) = µ(𝑦) olsun. 𝑦 = 𝑒 olarak alınırsa µ(𝑥) = µ(𝑒) elde 

edilir. Bu sefer ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için µ(𝑥) = µ(𝑒) olsun. Şu halde µ(𝑥) ≥ µ(𝑦) olup 

µ(𝑥𝑦) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦) den  µ(𝑥𝑦) ≥ µ(𝑦)                        (1)   

 

µ(𝑦) = µ(𝑥−1𝑥𝑦) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑥𝑦) 

 

dir.  
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µ(x)=µ(e) olduğundan µ(𝑦) ≥ µ(𝑥𝑦)                            (2)  

 

(1) ve (2) den µ(𝑥𝑦) = µ(𝑦) elde edilir. 

  

Teorem 2.2.6. 𝐺 bir grup ve µ, 𝐺 grubunun fuzzy alt grubu olsun.   

 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, µ(𝑥) < µ(𝑦) ise 

 

µ(𝑥𝑦) = µ(𝑦𝑥) = µ(𝑥) 

 

 dir. 

 

İspat 2.2.6.  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, µ(𝑥) < µ(𝑦) olsun. 

 

µ(𝑥𝑦) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦) = µ(𝑥) ve µ(𝑥𝑦) ≥ µ(𝑥) olur. 

µ(𝑥) = µ(𝑥𝑦𝑦−1) ≥ µ(𝑥𝑦) ∧ µ(𝑦) den µ(𝑥𝑦) ≤ µ(𝑥) olur. 

Sonuç olarak µ(𝑥𝑦) = µ(𝑥) elde edilir 

 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için µ(𝑥) < µ(𝑦) olsun. 

µ(𝑦𝑥) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦) = µ(𝑥) ve µ(𝑦𝑥) ≥ µ(𝑥) olur. 

µ(𝑥) = µ(𝑦−1𝑦𝑥) ≥ µ(𝑦) ∧ µ(𝑦𝑥) den µ(𝑦𝑥) ≤ µ(𝑥) olur. 

 

Sonuç olarak µ(𝑦𝑥) = µ(𝑥) elde edilir. 

 

Teorem 2.2.7. 𝐺 bir grup ve µ, 𝐺 grubunun fuzzy alt kümesi olsun. µ, 𝐺’nin fuzzy alt 

grubu ise  ∀ 𝑎 ∈ [0, µ(𝑒)] için µ𝑎 kümesi 𝐺 nin bir alt grubudur. 

 

İspat 2.2.7.  ∀𝑥 ∈ 𝐺 için µ(𝑒) ≥ 𝑎 dır ve 𝑒 ∈ µ𝑎 olur. Dolayısıyla µ𝑎 ≠ ∅ dır. 

∀𝑥, 𝑦 ∈ µ𝑎 için µ(𝑥) ≥ 𝑎, µ(𝑦) ≥ 𝑎’dır. µ(𝑥𝑦) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦) = 𝑎 ∧ 𝑎 = 𝑎 olduğundan 

𝑥𝑦 ∈ µ𝑎 dır. 

 

∀𝑥 ∈ µ𝑎 için µ(𝑥−1) ≥ µ(𝑥) ≥ 𝑎 olduğundan µ(𝑥−1) ≥ 𝑎 ve 𝑥−1 ∈ µ𝑎 dır. 
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Sonuç olarak µ𝑎 , 𝐺’nin alt grubu olduğu gösterilir. 

 

Teorem 2.2.8. 𝐺 bir grup ve µ, 𝐺 grubunun fuzzy alt kümesi olsun.  ∀𝑎 ∈ 𝐼𝑚(µ) için 

µ𝑎, 𝐺’nin alt grubu ise µ, 𝐺 grubunun fuzzy alt grubudur. 

 

İspat 2.2.8. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

𝜇(𝑥) ≥ 𝑎   𝜇(𝑦) ≥ 𝑏 olsun. 

𝑎 ≤ 𝑏 veya 𝑏 ≤ 𝑎 dır. 

𝑎 ≤ 𝑏 alalım. 

𝜇(𝑥) ∧ 𝜇(𝑦) = 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 olur. 

𝑎 ≤ 𝑏 ⇒ 𝜇𝑏 ⊆ 𝜇𝑎 dir. 

𝑦 ∈ 𝜇𝑎 olur. 

𝑥 ∈ 𝜇𝑎 dır. 

𝑥−1 ∈ 𝜇𝑎 dır. 

 

𝜇𝑎 alt grup olduğundan 

 

𝑥𝑦−1 ∈ 𝜇𝑎 olur.  

𝜇(𝑥𝑦−1) ≥ 𝑎  

𝜇(𝑥𝑦−1) ≥ 𝑎 = 𝑎 ∧ 𝑏  

𝜇(𝑥𝑦−1) ≥ 𝜇(𝑥) ∧ 𝜇(𝑦) . 

 

Teorem 2.2.9. 𝐺 bir grup ve µ, 𝐺 grubunun fuzzy alt grubu ise µ∗ , 𝐺’nin alt grubudur. 

 

İspat 2.2.9. µ∗ = {𝑥 ∈ 𝐺 ∶ µ(𝑥) = µ(𝑒)} 

𝑥 = 𝑒 için µ(𝑥) = µ(𝑒), 𝑒 ∈ µ∗ ve µ∗ ≠ ∅ 

∀𝑥, 𝑦 ∈ µ∗ için µ(𝑥𝑦) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦) = µ(𝑒) ∧ µ(𝑒) = µ(𝑒) 

ve 𝑥𝑦 ∈ µ∗ 

∀𝑥 ∈ µ∗ için µ(𝑥−1) = µ(𝑥) = µ(𝑒) ve 𝑥−1 ∈ µ∗’dir. 

Böylece µ∗, 𝐺 grubunun alt grubudur. 
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Teorem 2.2.10. 𝐺 bir grup ve µ, 𝐺 grubunun fuzzy alt grubu ise µ∗ , 𝐺’nin alt grubudur. 

 

İspat 2.2.10.  µ∗ = {𝑥 ∶ µ(𝑥) > 0 , 𝑥 ∈ 𝐺} dir. µ(𝑒) > 0 ve 𝑒 ∈ µ∗  olduğundan µ∗ ≠ ∅ 

dır.  

 

∀𝑥, 𝑦 ∈ µ∗ için 𝜇(𝑥) > 0 , 𝜇(𝑦) > 0 ise 𝜇(𝑥) ∧ 𝜇(𝑦) > 0’dır 

µ(𝑥𝑦−1) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦) > 0  ve 𝑥𝑦−1 ∈ µ∗  elde edilir. Böylece µ∗ , 𝐺  grubunun alt 

grubudur. 

 

Teorem 2.2.11. 𝐺 bir grup olsun. µ fuzzy alt kümesinin, 𝐺 grubunun  fuzzy alt grubu 

olması için gerek ve yeter şart 

 

1. µ ∘ µ ⊆ µ 

 

2. µ = µ−1 

 

İspat 2.2.11. µ, 𝐺 grubunun fuzzy alt grubu olsun. 

 

 ∀𝑥 ∈ 𝐺 için                

              

(µ ∘ µ)(𝑥) =∨ {µ(𝑦) ∧ µ(𝑧): 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 , 𝑥 = 𝑦𝑧} = µ(𝑡)  

 

𝑥 = 𝑡𝑘  𝑡, 𝑘 ∈ 𝐺  olduğuna göre 

 

 µ(𝑥) = µ(𝑡𝑘) ≥ µ(𝑡) ∧ µ(𝑘) = µ(𝑡) 

 

elde edilir. 

 

Sonuç olarak (µ ∘ µ)(𝑥) ≤ µ(𝑥) ve µ ∘ µ ⊆ µ bulunur. 

 

∀𝑥 ∈ 𝐺 için µ−1(𝑥) = µ(𝑥−1) = µ(𝑥) olduğundan µ = µ−1 elde edilir. 
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Bu kez  µ ∘ µ ⊆ µ ve µ = µ−1 olsun. 

 

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 için 𝑧 = 𝑥𝑦 olsun           

 

𝜇(𝑥𝑦) = µ(𝑧) ≥ (µ ∘ µ)(𝑧) =  ⋁{µ(𝑥) ∧ µ(𝑦): 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 , 𝑧 = 𝑥𝑦}  ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑦) 

 

∀𝑥 ∈ 𝐺 için µ(𝑥) = µ−1(𝑥) = µ(𝑥−1) dir. 

 

O halde µ, 𝐺 grubunun fuzzy alt grubudur. 

 

Teorem 2.2.12. 𝐺 bir grup ve µ, 𝑣, 𝐺 grubunun fuzzy alt grupları olmak üzere µ ∘ 𝑣,  

𝐺 grubunun fuzzy alt grubu olması için gerek ve yeter şart µ ∘ 𝑣 = 𝑣 ∘ µ olmasıdır. 

 

İspat 2.2.12. µ ∘ 𝑣 , 𝐺 grubunun fuzzy alt grubu olsun. Teorem 2.2.11 (2)’den  µ = µ−1 

ve 𝑣 = 𝑣−1 dir. Dolayısıyla µ ∘ 𝑣 = µ−1 ∘ 𝑣−1 =  (𝑣 ∘ µ)−1 = 𝑣 ∘ 𝜇  elde edilir. 

 

Tersine µ ∘ 𝑣 = 𝑣 ∘ µ olsun. 

 

(µ ∘ 𝑣) ∘ (µ ∘ 𝑣) = µ ∘ (𝑣 ∘ µ) ∘ 𝑣 

= µ ∘ (µ ∘ 𝑣) ∘ 𝑣 = µ ∘ 𝑣 

(µ ∘ 𝑣)−1 = (𝑣 ∘ µ)−1 = µ−1 ∘ 𝑣−1 = µ ∘ 𝑣 

 

Sonuç olarak Teorem 2.2.11’den µ ∘ 𝑣, 𝐺’nin fuzzy alt grubudur 

 

Teorem 2.2.13. 𝐺  bir grup ve ∀𝑖 ∈ 𝐼  için µ𝑖 , 𝐺 ’nin fuzzy alt grupları olmak üzere 

⋂ µ𝑖𝑖∈𝐼 , 𝐺’nin fuzzy alt grubudur. 

 

İspat 2.2.13.  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

 

(⋂ µ𝑖)(𝑥𝑦−1) = ⋀ µ𝑖(𝑥𝑦−1) ≥ ⋀(µ𝑖(𝑥) ∧ µ𝑖(𝑦))

𝑖∈𝐼𝑖∈𝐼𝑖∈𝐼
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= (⋀ µ𝑖(𝑥)) ∧ (⋀ µ𝑖(𝑦))

𝑖∈𝐼𝑖∈𝐼

 

 

= (⋂ µ𝑖

𝑖∈𝐼

) (𝑥) ∧ (⋂ µ𝑖)(𝑦)

𝑖∈𝐼

 

 

Sonuç olarak ⋂ µ𝑖𝑖∈𝐼 , 𝐺’nin fuzzy alt grubudur. 

 

Teorem 2.2.14. 𝑓: 𝐺 → 𝐻 grup izomorfizması olsun. µ ∶ 𝐺 → [0,1] fuzzy alt grup 

𝑣 ∶ 𝐻 → [0,1] fuzzy alt grup olsun. f(𝜇), H’nin fuzzy alt grubudur. 

 

İspat 2.2.14.  ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻 için 𝑓(𝑥) = 𝑢, 𝑓(𝑦) = 𝑣 olacak şekilde ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 . 

 

(𝑓(µ))(𝑢𝑣) =  ⋁{µ(𝑧): 𝑧 ∈ 𝐺 , 𝑓(𝑧) = 𝑢𝑣} 

 

(𝑓(µ))(𝑢𝑣) =  ⋁{µ(𝑧): 𝑧 ∈ 𝐺 , 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥). 𝑓(𝑦)} 

 

=  ⋁{µ(𝑧): 𝑧 ∈ 𝐺 , 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥𝑦)} 

 

=  ⋁{µ(𝑧): 𝑧 ∈ 𝐺 , 𝑧 = 𝑥. 𝑦} 

 

≥  ⋁{µ(𝑥𝑦): 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 , 𝑓(𝑥) = 𝑢 , 𝑓(𝑦) = 𝑣} 

 

≥  ⋁{µ(𝑥) ∧ µ(𝑦): 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 , 𝑓(𝑥) = 𝑢 , 𝑓(𝑦) = 𝑣} 

 

= (⋁{µ(𝑥): 𝑥 ∈ 𝐺 , 𝑓(𝑥) = 𝑢}) ∧ (⋁{µ(𝑦): 𝑦 ∈ 𝐺 , 𝑓(𝑦) = 𝑣}) 

 

= (𝑓(µ))(𝑢) ∧ (𝑓(µ))(𝑣) 
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(𝑓(µ))(𝑢−1) = ⋁{µ(𝑥−1) ∶ 𝑥 ∈ 𝐺 , 𝑓(𝑥−1) = 𝑓(𝑥)−1 = 𝑢−1} 

 

≥ ⋁{µ(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝐺 , 𝑓(𝑥) = 𝑢} 

 

= (𝑓(µ))(𝑢) 

 

Sonuç olarak f(µ), H grubunun fuzzy alt grubudur. 

 

Teorem 2.2.15. 𝑓: 𝐺 → 𝐻  grup izomorfizması ve 𝑣 , 𝐻 ’nin fuzzy alt grubu olsun. 

𝑓−1(𝑣), 𝐺’nin fuzzy alt grubudur. 

 

İspat 2.2.15.  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, 

 

𝑓−1(𝑣)(𝑥𝑦) = 𝑣(𝑓(𝑥𝑦)) = 𝑣(𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)) ≥ 𝑣(𝑓(𝑥)) ∧ 𝑣(𝑓(𝑦)) 

 

= 𝑓−1(𝑣)(𝑥) ∧ 𝑓−1(𝑣)(𝑦) 

 

𝑓−1(𝑣)(𝑥−1) = 𝑣(𝑓(𝑥−1)) = 𝑣((𝑓(𝑥)−1) ≥ 𝑣(𝑓(𝑥)) = 𝑓−1(𝑣)(𝑥) 

 

sonuç olarak 𝑓−1(𝑣), 𝐺’nin fuzzy alt grubudur. 

Örnekler 

 

1. Z tam sayılar kümesi + işlemine göre bir gruptur 𝜇: 𝑍 → [0,1]’e ∀𝑥 ∈ 𝑍 için 𝜇(𝑥) =

1

2
 olarak tanımlanan 𝜇 fuzzy kümesi Z tam sayılar kümesinin fuzzy alt grubudur. 

 

2. 𝜇: 𝑍 → [0,1]’e ∀𝑥 ∈ 𝑍 için 

 

 

𝜇(𝑥) = {
1

2
 ; 𝑥 ∈ 3𝑍

0         ; 𝑥 ∈ 𝑍 − 3𝑍
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olarak tanımlanan 𝜇 fuzzy kümesi Z tam sayılar kümesinin fuzzy alt grubudur. 

 

3. G, Klein 4’lü grup 𝐺 = {𝑒, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏} ve 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑒, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 iken 

𝜇(𝑒) = 1 , 𝜇(𝑎) = 𝜇(𝑏) = 𝑡 (0 < 𝑡 < 1), 𝜇(𝑎𝑏) = 1 

olsun. Şu halde 𝜇, G grubunun fuzzy alt grubudur. 

 

2.3. Fuzzy Normal Alt Gruplar 

 

Bu bölümde ilgili tanım ve teoremler (Mordeson ve Malik, 1998)’dan 

faydalanılmıştır. 

 

Teorem 2.3.1. 𝐺  bir grup ve µ, 𝐺 ’nin fuzzy alt grubu olmak üzere ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺  için 

aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

 

1. µ(𝑥𝑦) = µ(𝑦𝑥) 

 

2. µ(𝑥𝑦𝑥−1) = µ(𝑦) 

 

3. µ(𝑥𝑦𝑥−1) ≥ µ(𝑦) 

 

4. µ(xy𝑥−1) ≤ µ(𝑦) 

 

 

İspat 2.3.1.  

 

(1)⇒(2) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için  µ(𝑥𝑦𝑥−1) = µ(𝑥𝑦. 𝑥−1) = µ(𝑥−1. 𝑥𝑦) = µ(𝑦) elde edilir. 

 

(2)⇒(3) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için µ(𝑥𝑦𝑥−1) = µ(𝑦) olduğundan µ(𝑥𝑦𝑥−1) ≥ µ(𝑦) dir. 

 

(3)⇒(4) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

µ(𝑥𝑦𝑥−1) ≤ µ(𝑥−1. 𝑥𝑦𝑥−1. (𝑥−1)−1) = µ(𝑥−1. 𝑥𝑦𝑥−1. 𝑥) = µ(𝑦) 
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(4)⇒(1) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için µ(𝑥𝑦) = µ(𝑥𝑦𝑥𝑥−1) = µ(𝑥. 𝑦𝑥. 𝑥−1) ≤ µ(𝑦𝑥)      (*) 

 

µ(𝑦𝑥) = µ(𝑦𝑥𝑦𝑦−1) = µ(𝑦. 𝑥𝑦. 𝑦−1) ≤ µ(𝑥𝑦)          (**) 

 

Sonuç olarak (*) ve (**) dan µ(𝑥𝑦) = µ(𝑦𝑥) olduğu elde edilir.  

Tanım 2.3.1. Bu şartlardan en az biri sağlanırsa 𝐺 fuzzy alt grubuna fuzzy normal alt 

gruptur denir. 

 

Teorem 2.3.2. 𝐺 bir ve µ, 𝐺’nin fuzzy alt grubu olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için µ(𝑥𝑦) = µ(𝑦𝑥) 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑣, 𝐺’nin fuzzy alt grubu olmak üzere µ ∘ 𝑣 = 𝑣 ∘ µ 

olmasıdır. 

 

İspat 2.3.2.  ⇒:  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için µ(𝑥𝑦) = µ(𝑦𝑥) olsun. 

 

(µ ∘ 𝑣)(𝑥) = ⋁{µ(𝑥𝑦−1) ∧ 𝑣(𝑦): 𝑦 ∈ 𝐺} 

 

= ⋁{µ(𝑥𝑦−1) ∧ 𝑣(𝑦): 𝑦 ∈ 𝐺} 

 

 = (𝑣 ∘ µ)(𝑥) 

 

 Buradan µ ∘ 𝑣 = 𝑣 ∘ µ elde edilir. 

 

⇐:  µ ∘ 𝑣 = 𝑣 ∘ µ olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 1{𝑦−1} ∘ µ = µ ∘ 1{𝑦−1} ve  

 

(1{𝑦−1} ∘ µ) (𝑥) = ⋁ {1{𝑦−1}(𝑦−1) ∧ µ(𝑦𝑥) ∶ 𝑦 ∈ 𝐺} = µ(𝑥𝑦)   (*) 

 

(µ ∘ 1{𝑦−1}) (𝑥) = ⋁ {µ(𝑥𝑦) ∧ 1{𝑦−1}(𝑦−1) ∶ 𝑦 ∈ 𝐺} = µ(𝑦𝑥)   (**) 

 

Sonuç olarak (*) ve (**) den µ(𝑥𝑦) = µ(𝑦𝑥) elde edilir. 
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Teorem 2.3.3. 𝐺  bir grup ve µ, 𝐺 ’nin fuzzy normal alt grubu olmak üzere µ∗  ve µ∗ 

kümeleri 𝐺’nin normal alt grubudur. 

 

İspat 2.3.3.  µ∗ = {𝑥 ∈ 𝐺 ∶ µ(𝑥) = µ(𝑒)}, 𝐺’nin alt grubudur. ∀𝑦 ∈ µ∗ için 

µ(𝑦) = µ(𝑒) dir. ∀𝑥 ∈ 𝐺 için µ(𝑥𝑦𝑥−1) = µ(𝑦) = µ(𝑒) dir ve 𝑥𝑦𝑥−1 ∈ µ∗ dır. 

Sonuç olarak µ∗, 𝐺’nin normal alt grubudur. 

 

µ∗ = {𝑥 ∶ µ(𝑥) > 0 , 𝑥 ∈ 𝐺}, 𝐺’nin bir alt grubudur. ∀𝑦 ∈ µ∗ için µ(𝑦) > 0 dır. 

∀𝑥 ∈ 𝐺 için µ(𝑥𝑦𝑥−1) = µ(𝑦) > 0 dır ve 𝑥𝑦𝑥−1 ∈ µ∗ dır.  

 

Sonuç olarak µ∗, 𝐺’nin normal alt grubudur. 

 

Teorem 2.3.4. 𝐺 bir grup ve µ, 𝐺’nin fuzzy alt grubu olsun. 

 

𝑁(µ) = {𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝐺 , µ(𝑥𝑦) = µ(𝑦𝑥) , ∀𝑦 ∈ 𝐺} 

 

kümesi 𝐺’nin bir alt grubudur. 

 

İspat 2.3.4.  𝐺 grup olduğundan ∀𝑥 ∈ 𝐺 için µ(𝑒𝑥) = µ(𝑥) = µ(𝑥𝑒) ve 𝑒 ∈ 𝑁(µ) ≠ ∅ 

dir.  

 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑁(µ) ve ∀𝑥 ∈ 𝐺 için 

 

µ(𝑎𝑏𝑥) = µ(𝑎. 𝑏𝑥) = µ(𝑏. 𝑥𝑎) = µ(𝑥𝑎. 𝑏) = µ(𝑥𝑎𝑏) 

 

ve 𝑎𝑏 ∈ 𝑁(µ) elde edilir.         (*) 

 

∀ 𝑦 ∈ 𝑁(µ) ve ∀𝑧 ∈ 𝐺 için 

 

µ(𝑦−1𝑧) = µ((𝑧−1𝑦)−1) = µ(𝑧−1𝑦) = µ(𝑦𝑧−1) = µ((𝑧𝑦1)−1) = µ(𝑧𝑦−1) 

ve 𝑦−1 ∈ 𝑁(µ) elde edilir.         (**) 

 



 

38 
 

(*) ve (**) dan N(µ), G’nin bir alt grubudur. 

 

Teorem 2.3.5. 𝐺 bir grup ve µ, 𝐺’nin fuzzy alt grubu olsun. µ, 𝐺  grubununun fuzzy 

normal alt grubu olması için gerek ve yeter koşul ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 olmak üzere 

µ([𝑥, 𝑦]) = µ(𝑒) olmasıdır. 

 

İspat 2.3.5. ⇒:  µ, 𝐺’nin fuzzy normal alt grubu olsun. 

 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için µ(𝑥−1𝑦−1𝑥) = µ(𝑦−1)  

µ(𝑥−1𝑦−1𝑥𝑦𝑦−1) = µ(𝑦−1)   ⇒   µ([𝑥, 𝑦]𝑦−1) = µ(𝑦−1).  

µ(𝑥) = µ(𝑒) olduğundan µ([𝑥, 𝑦]) = µ(𝑒) elde edilir. 

 

⇐: ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için µ([𝑥, 𝑦]) = µ(𝑒) olsun. 

 

µ([𝑥, 𝑦]𝑦−1𝑥−1) = µ(𝑦−1𝑥−1) 

                  ⇔ µ(𝑥−1𝑦−1𝑥𝑦𝑦−1𝑥−1) = µ(𝑥−1𝑦−1) 

⇔ µ(𝑥−1𝑦−1) = µ(𝑦−1𝑥−1)  

           ⇔ 𝜇((𝑦, 𝑥)−1) = 𝜇((𝑥, 𝑦)−1) 

          ⇔ µ(𝑦𝑥) = µ(𝑥𝑦) 

 

Böylelikle µ, 𝐺 grubunun fuzzy normal alt grubu olur. 

 

Teorem 2.3.6. 𝐺  bir grup ve µ, 𝐺 ’nin fuzzy alt grubu olsun. µ, 𝐺  grubunun fuzzy 

normal alt grubu olması için gerek ve yeter koşul ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 olmak üzere 

 µ([𝑥, 𝑦]) ≥ µ(𝑥) olmasıdır. 

 

İspat 2.3.6. µ, 𝐺 grubunun fuzzy normal alt grubu olsun. 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 olmak üzere 

 

µ([𝑥, 𝑦]) = µ(𝑥−1𝑦−1𝑥𝑦) ≥ µ(𝑥−1) ∧ µ(𝑦−1𝑥𝑦)  ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑥)  = µ(𝑥) 

elde edilir. 
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∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için µ([𝑥, 𝑦]) ≥ µ(𝑥) olsun. 

 

µ(𝑦−1𝑥𝑦) = µ(𝑥𝑥−1𝑦−1𝑥𝑦) = µ(𝑥[𝑥, 𝑦]) ≥ µ(𝑥) ∧ µ([𝑥, 𝑦]) 

≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑥) = µ(𝑥) 

 

 elde edilir ve µ, 𝐺 grubunun fuzzy normal alt grubu olur. 

 

Tanım 2.3.2. 𝐺  bir grup ve µ, 𝐺’nin fuzzy alt grubu ve 𝑥 ∈ 𝐺  olsun. µ(𝑒){𝑥} ∘ µ  ye 

µ’nin x’e göre fuzzy sol koseti denir ve xµ ile gösterilir.µ ∘ µ(𝑒){𝑥}  ye µ nin x’e göre 

fuzzy sağ koseti denir ve µx ile gösterilir. Eğer µ, 𝐺’nin fuzzy normal alt grubu ise 𝑥µ =

µ𝑥 dir. 

 

Teorem 2.3.9. 𝐺 bir grup ve µ, 𝐺’nin fuzzy alt grubu olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

 

1. 𝑥µ = 𝑦µ ⇔ 𝑥µ∗ = 𝑦µ∗ 

 

2. µ𝑥 = µ𝑦 ⇔ µ∗𝑥 = µ∗𝑦 dir. 

 

İspat 2.3.9.  𝑥µ = 𝑦µ olsun. 

 

O takdirde ∀𝑧 ∈ 𝐺 için µ(𝑥−1𝑧) = µ(𝑦−1𝑧) dir. 

𝑧 = 𝑦 olarak alınırsa µ(𝑥−1𝑦) = µ(𝑦−1𝑦) = µ(𝑒) ve 𝑥−1𝑦 ∈ µ∗ dir. 

 

Sonuç olarak 𝑥µ∗ = 𝑦µ∗ elde edilir.  

 

Bu kez 𝑥µ∗ = 𝑦µ∗ olsun.  

 

Şu halde 𝑥−1𝑦 ∈ µ∗ ve 𝑦−1𝑥 ∈ µ∗’dır.  

 

 

∀ 𝑧 ∈ 𝐺 için 
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µ(𝑥−1𝑧) = µ(𝑥−1𝑦𝑦−1𝑧) ≥ µ(𝑥−1𝑦) ∧ µ(𝑦−1𝑧) 

= µ(𝑒) ∧ µ(𝑦−1𝑧) 

= µ(𝑦−1𝑧) 

 

elde edilir.  

 

∀ 𝑧 ∈ 𝐺 için 

µ(𝑦−1𝑧) = µ(𝑦−1𝑥𝑥−1𝑧) ≥ µ(𝑦−1𝑥) ∧ µ(𝑥−1𝑧) 

= µ(𝑒) ∧ µ(𝑥−1𝑧) 

 = µ(𝑥−1𝑧) 

 

elde edilir. 

 

Sonuç olarak µ(𝑥−1𝑧) = µ(𝑦−1𝑧) ve 𝑥µ = 𝑦µ elde edilir. 2 de benzer şekilde yapılır. 

 

Teorem 2.3.10. 𝐺 bir grup ve µ, 𝐺’nin fuzzy normal alt grubu olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

𝑥µ = 𝑦µ ise µ(𝑥) = µ(𝑦) dir. 

 

İspat 2.3.10.  𝑥µ = 𝑦µ olsun. 𝑥−1𝑦 ∈ µ∗ ve 𝑦−1𝑥 ∈ µ∗’dır. 

 

        µ(𝑥) = µ(𝑦𝑦−1𝑥) ≥ µ(𝑦) ∧ µ(𝑦−1𝑥)  = µ(𝑦) ∧ µ(𝑒) = µ(𝑦)            (*) 

 

µ(𝑦) = µ(𝑥𝑥−1𝑦) ≥ µ(𝑥) ∧ µ(𝑒)  = µ(𝑥) ∧ µ(𝑒) = µ(𝑥)            (**) 

 

(*) ve (**) dan µ(𝑥) = µ(𝑦) elde edilir. 

 

Teorem 2.3.11. 𝑓: 𝐺 → 𝐻 grup izomorfizması ve µ, 𝐺’nin fuzzy normal alt grubu ve 

𝐻’de bir grup olsun. 𝑓(𝜇), 𝐺 grubunun fuzzy normal alt grubudur.  

 

İspat 2.3.11.  ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻 için 

 

𝑓(𝑥) = 𝑢 ve 𝑓(𝑦) = 𝑣 , ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. 

 

𝑓(𝜇)(𝑢𝑣𝑢−1) = ⋁{𝜇(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺 , 𝑓(𝑧) = 𝑢𝑣𝑢−1} 

 

= ⋁{𝜇(𝑥𝑦𝑥−1), 𝑓(𝑧) = 𝑢𝑣𝑢−1} 

 



 

41 
 

≥ ⋁{𝜇(𝑦), 𝑓(𝑦) = 𝑣} 

 

= 𝑓(𝜇)(𝑦) 

 

Teorem 2.3.12. 𝑓: 𝐺 → 𝐻  grup izomorfizması ve 𝑣,  𝐻 ’nin normal alt grubu olsun 

Buradan 𝑓−1(𝑣), 𝐺’nin fuzzy normal alt grubudur. 

 

İspat 2.3.13. 𝑓−1(𝑣), 𝐻’nin fuzzy alt grubudur. 

 

 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

 

   𝑓−1(𝑣)(𝑥𝑦) = 𝑣(𝑓(𝑥𝑦)) = 𝑣(𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)) 

                        = 𝑣(𝑓(𝑦)𝑓(𝑥)) = 𝑣(𝑓(𝑦𝑥)) 

 = 𝑓−1(𝑣)(𝑦𝑥) 

 

𝑓−1(𝑣), 𝐺’nin normal fuzzy alt grubudur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. TARTIŞMA VE SONUÇLAR 
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Lütfi Zadeh’in 1965 yılında vermiş olduğu fuzzy alt küme tanımından sonra 

klasik cebirdeki küme kavramı, fuzzy alt küme tanımı ile bir çok matematikçi tarafından 

fuzzy cebire uygulamaya çalışılmıştır. Klasik cebirde ki tanım ve teoremlere paralel 

fuzzy alt küme tanımı kullanılarak bu tanımları doğrulayacak teorem ve örnekler 

incelenmiştir. Bizde kendi çalışmamızda fuzzy alt grup ve fuzzy normal alt grup 

tanımlarını verdik ve bu tanımlarla klasik cebirde örtüşen teoremler ve örnekler yaptık. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. ÖNERİLER 
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Klasik Cebirdeki birçok tanım fuzzy cebire aktarılmaktadır. Bu çalışmaların bir 

standardı olmadığı için birçok farklı tanım verilebilmektedir. Bu anlamda fuzzy cebirin 

bir sonu yoktur. Verilebilecek tanımlar ve teoremlerle fuzzy cebir çok geniş olarak 

incelenebilir. 
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