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ÖNSÖZ 

Biotomorfizmaların Çarpımsal Yapısı ve Otomorfizmalarla İlişkileri konusunun 

araştırıldığı bu çalışma, Recep Tayyip Erdoğan Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, 

Matematik Anabilim Dalı’nda “Yüksek Lisans Tezi” olarak hazırlanmıştır. 

Teknolojinin akıl almaz boyutlara ulaştığı bu dönemde, teknolojinin öncü 

güçlerinden biri olan matematiğinde bu ilerlemedeki payı yadsınamaz. Her geçen gün 

dünya üzerinde var olan matematiksel bilgi artmakta ve farklı disiplinlerle etkileşime 

girerek günümüz teknolojisine uyarlanması zor ve anlaşılması güç, ancak uzun yıllar 

sonra anlaşılabilecek ve teknolojide uygulama alanı bulabilecek bir hal almaktadır. 

Fonksiyonel analiz, cebir ve topoloji gibi bazı alt bilim dallarında uygulama alanı 

bulunan otomorfizmalar, biotomorfizmalar ve otomorfizmaların çarpımsal yapısı 

dâhilinde biotomorfizmaların içine yerleştirilmesi konusu izah edilmeye çalışılmıştır. 

Konu bütünlüğü içinde konunun tam olarak izah edilebilmesi ve hedeflenen duruma 

gelinebilmesi için otomorfizma ve biotomorfizma kavramları için temel teşkil eden 

lineerlik, homomorfizma ve izomorfizma konularına kısa kısa yer verilmiştir. 

Bu çalışmam esnasında yardımlarını benden esirgemeyen değerli hocam Doç. Dr. 

Ruşen YILMAZ' a, mesai arkadaşlarıma, aileme ve eşime saygılarımla... 
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ÖZET 

BİOTOMORFİZMALARIN ÇARPIMSAL YAPISI VE OTOMORFİZMALARLA 

İLİŞKİLERİ 

İbrahim GÖKCAN 

Recep Tayyip Erdoğan Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

Danışmanı: Doç. Dr. Ruşen YILMAZ 

Bu çalışmada biotomorfizmalar için temel teşkil eden homomorfizma, izomorfizma ve 

otomorfizma kavramlarının Riesz uzayları üzerinde tanımları yapılmıştır. Çalışma Riesz 

uzayları üzerinde gerçekleştirildiği için Riesz uzayları ve Riesz cebirlerine dair temel bilgiler 

kısaca izah edilmiştir. Archimedean Riesz uzayları üzerinde tanımlanan biotomorfizmaların 

  cebiri, yarı asal olma durumları ele alınmıştır. Otomorfizmalar ve biotomorfizmalar  

arasındaki ilişkiler, biotomorfizmaların çarpımsal yapıları ve özellikleri açıklanmaya 

çalışılmıştır. Özel olarak, otomorfizmalar uzayının biotomorfizmalar uzayı içine yerleştirilmesi 

konusu incelenmeye çalışılmıştır. 
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ABSTRACT 

 

MULTIPLICATIVE STRUCTURE OF BIORTHOMORPHISMS AND RELATION 

WITH ORTHOMORPHISMS 

 

İbrahim GÖKCAN 

 

Recep Tayyip Erdoğan University  

Graduate School of Natural and Applied Sciences  

Department of Mathematics  

Master Thesis  

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ruşen YILMAZ 

 

In this study, the definitions of homomorphism, isomorphism and orthomorphism, which are the 

basis of biorthomorphism, have been made on Riesz spaces. As the study is carried out for 

Riesz spaces, basic informations about Riesz spaces and Riesz algebra are briefly explained. 

The structure of   algebras and semiprime of biorthomorphisms defined on Archimedean 

Riesz spaces are investigated. The releationship between orthomorphisms and 

biorthomorphisms, the multiplicative structure of biorthomorphisms and their properties are 

examined. In particular, the embedding of the space of orthomorphisms into that of 

biorthomorphisms is investigated. 
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1. GENEL BİLGİLER 

1.1. Giriş 

Biotomorfizmaların çarpımsal yapısı ve otomorfizmalarla ilişkileri konusunun 

Riesz uzayları üzerindeki örnekleminin incelendiği bu çalışmada, daha sonraki 

irdelemeye çalışacağımız bazı tanım ve teoremlerin daha iyi anlaşılması için Riesz 

uzayları ve bu uzaylar üzerinde tanımlanan Riesz cebirlerine yönelik bazı tanımlar ve 

tarihsel süreç izah edilmiştir. 

Riesz uzaylarının ve Riesz cebirlerinin tarihsel gelişimine bakacak olursak Riesz 

uzayları sıralı vektör uzayının tarihini Riesz'e ve 1928' de Bologna'daki Uluslararası 

Matematik Kongresine dayandırabiliriz. Riesz uzayları üzerinde tanımlanan 

  cebirleri, Dedekind tam sıralı vektör uzayı için 1950' de Nakano (Nakano,1950) 

tarafından başlatılmış ve 1953' te Amemiya (Amemiya, 1953) ve 1956' da Birkhoff ve 

Pierce ( Birkhoff ve Pierce, 1956) tarafından bugünkü tanımı yapılmıştır. Genel olarak 

Riesz uzaylarının kesin tanımlanma tarihini söylemek zor olmakla birlikte bu tarihler 

arasında geliştiğini söyleyebiliriz. Riesz uzayı sıralı gruplarının gelişimi Riesz 

uzaylarının gelişimine benzerlik gösterir. Riesz uzayları ve sıralı grupları analizciler ve 

cebirciler tarafından kapsamlı bir şekilde irdelenmeye çalışılmış olup 1950' li yıllardan 

sonra Riesz uzayları üzerinde tanımlanan   cebirleri konusunun tekrar gündeme 

taşınması 1982 yılında Pagter'in doktora tez çalışmasında ve Lüxemburg tarafından 

Alkansas ders notlarında ciddi olarak ele alınmasıyla gerçekleşmiştir. Zamanla Riesz 

uzayları üzerinde   cebiri,   cebiri ve hemen hemen   cebiri tanımlanmıştır. 

Zaanen, Huijsmans, Boulabiar, Buskes ve Triki gibi matematikçiler tarafından Riesz 

uzayları üzerinde homomorfizma, izomorfizma, otomorfizma ve biotomorfizmalar 

tanımlanmıştır. 

Bu çalışmada esas olarak 2016 yılında K. Boulabiar ve W. Brahmi tarafından 

yayınlanan “Multiplicative structure of biorthomorphisms and embedding of 

orthomorphisms” başlıklı makale baz alınmıştır. “Multiplicative structure of 

biorthomorphisms and embedding of orthomorphisms” (Boulabiar and Brahmi, 2016) 

başlıklı makalede ise esas olarak G. Buskes, R. Page ve R. Yilmaz tarafından 

yayınlanan “A note on bi-orthomorphisms” (Buskes vd., 2010) başlıklı makalede yer 
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verilen “Bir biotomorfizmalar uzayı ne zaman   cebiri olur” sorusuna cevap 

verilmeye çalışılmıştır. 

Buna ilave olarak bu çalışmamızda (Aliprantis ve Burkinshow, 1985), 

(Aliprantis ve Burkinshow, 2006), (Birkhoff, 1987), (Luxsemburg ve Zaanen, 1971), 

(Zaanen, 1983) standart kitapları ile (De Pagter, 1984) ve (Yılmaz, 2001)  Ph.D. tezleri 

temel kaynak olarak alınmıştır.  

Çalışmada yer alan   vektör uzayları aksi belirtilmedikçe Archimedean Riesz 

uzayı olarak ele alınmıştır. 

1.2. Riesz Uzayı 

1. Tanım   boştan farklı bir küme olsun.   üzerinde tanımlı   bağıntısı aşağıdaki 

özellikleri sağlıyorsa,    bağıntısına (kısmi) sıralama bağıntısı,        ikilisine (kısmi) 

sıralı küme denir. 

i. Her     için     (yansıma özelliği)  

ii. Her       için     ve     iken     (ters simetri özelliği) 

iii. Her         için     ve     iken     (geçişme özelliği). 

2. Tanım       bir sıralı vektör uzayı olsun. Her boştan farklı sonlu alt kümenin   

bağıntısına göre supremumu varsa   ye bir Riesz uzayı (veya bir vektör latisi) adı 

verilir. Klasik Riesz uzayı notasyon olarak       kümesinin supremumu     ile 

gösterilir. Yani               olur (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).  

3. Tanım   bir Riesz uzayı olsun. Herhangi bir     için;       ile tanımlanan 

   ya   nın pozitif kısmı,         ile tanımlanan    ya   nın negatif kısmı denir 

ve     ya   nın modülüsü denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

4. Tanım   bir Riesz uzayı ve      olsun. Eğer           ise bu durumda     ye 

diktir denir ve      ile gösterilir.  

       olmak üzere,  
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kümesine   kümesinin tümleyeni denir.       alındığında her     ve her     

için     oluyorsa   ile   kümeleri diktir denir ve     ile gösterilir. 

5.  Tanım   ve   iki vektör uzayı ve       dönüşüm olsun.  

Her       ve     için, 

                  

            

koşulları sağlanıyorsa   ye doğrusal dönüşüm adı verilir. Doğrusal dönüşüm yerine 

operatör kelimesi,      yerine ise    gösterimi de kullanılabilir (Aliprantis ve 

Burkinshaw, 2006). 

6. Tanım Bir Riesz uzayının boştan farklı her üstten sınırlı (alttan sınırlı) alt kümesinin 

bir supremumu (infimumu) varsa, bu uzay Dedekind tam olarak adlandırılır. Benzer 

şekilde, bir Riesz uzayının boştan farklı üsten sınırlı her sayılabilir alt kümesinin 

supremumu varsa o uzaya Dedekind σ-tam denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

7.  Tanım     bir küme ve üzerinde bir   bağıntısı verilsin.   kümesi üzerinde   

bağıntısına göre aşağıdaki önermeler sağlanırsa,   kümesine   bağıntısına göre yukarı 

yönlendirilmiş küme denir. 

i.      için      

ii.        için            için      

iii.      için            için     olacak şekilde bir     vardır. 

8.  Tanım         yönlendirilmiş kümesinden herhangi bir   kümesine tanımlı her 

fonksiyona   içinde bir ağ denir. 
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9. Tanım        üzerinde bir ağ olmak üzere   ,         olsun.   deki sıralamaya 

göre eğer       ve       olacak şekilde bir         varsa      ağı yukarı 

yönlendirilmiştir denir ve     ile gösterilir.    içinde     ve           elemanı 

varsa      biçiminde gösterilir. 

 

        üzerinde bir ağ olmak üzere   ,         olsun.    deki sıralamaya 

göre eğer       ve       olacak şekilde bir         varsa      ağı aşağı 

yönlendirilmiştir denir ve     ile gösterilir.   içinde     ve           elemanı varsa 

     biçiminde gösterilir. 

10. Tanım   bir Riesz uzayı olsun.        olmak üzere eğer her     için 

          

sağlanıyorsa   ye Archimedean Riesz uzayı denir.  

Her Riesz uzayı Archimedean değildir. Örneğin      olarak alınırsa sözlük 

(lexicographically) sıralamaya göre Archimedean değildir (Aliprantis ve Burkinshaw, 

2006). 

1.3. Riesz Cebiri 

1. Tanım   bir Riesz uzayı olsun.   bir birleşmeli cebir ve         için       ise 

  ye bir Riesz cebiri  (veya sıralı latis cebiri) denir . 

2. Tanım    bir Riesz cebiri olsun.      için           ise   ye pozitif kareli 

veya pozitif kare özelliğine sahiptir denir. 

3. Teorem    bir Riesz cebiri ise aşağıdaki özellikler sağlanır.        için 

1)     ise       için       ve      .  

2)       ve       (     ) ise        .  

3)       için             . 
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         için             .  

         için             . 

         için             . 

7)                . 

8)                .  

9)              

 

4. Tanım   bir Riesz cebiri olsun.                        ç            

    sağlanıyorsa   ye bir   cebiri denir (Birkhoff ve Pierce, 1956). 

5. Tanım   bir Riesz cebiri olsun.              için      sağlanıyorsa   ye 

bir hemen hemen   cebiri denir (Birkhoff, 1967). 

6. Tanım   bir Riesz cebiri olsun.                        ç       

              sağlanıyorsa   ye   cebiri denir (Kudlacek, 1962). 

 Genel olarak her   cebiri bir   cebiri aynı zamanda bir hemen hemen 

  cebiridir. Fakat   cebiri ile hemen hemen   cebiri genel olarak birbirinden 

bağımsızdırlar (Huijsmans, 1991). 

7. Tanım   bir Riesz cebiri olsun.    ve      için      iken ancak     ise   

ye yarı asal denir. (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

8. Örnek 

i.        Riesz uzayı olduğunda bileşke işlemine göre   cebiridir. 

ii.   boştan farklı topolojik bir uzay olmak üzere   üzerinde tanımlı reel değerli sürekli 

fonksiyonların kümesi      birimli bir   cebiridir. 

iii.   boştan farklı bir küme olmak üzere   üzerinde tanımlı reel değerli fonksiyonların 

kümesi    noktasal çarpma ile birimli bir   cebiridir. 

9. Teorem   bir yarı asal   cebiri ise aşağıdaki ifadeler denktir.  
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i.  , bir   cebiridir. 

ii.  , bir   cebiridir. 

iii.  , bir hemen hemen   cebiridir (Huijsmans, 1991). 

İspat: i ii   bir Riesz uzayı olsun.                 

       ç            cebiri olduğundan 

                  

bulunur. Yine   cebiri olma özelliğinden 

                  

elde edilir.           bir   cebiridir. 

i iii                olsun. Buradan        olduğu açıktır. O halde   

  cebiri olduğundan 

                           

bulunur.           bir hemen hemen   cebirdir. 

ii iii   bir  -cebiri ve                  olsun.   birleşmeli olduğundan 
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 bulunur. Sonuç olarak           bulunur.                  olup   yarı asal 

olduğundan      olur.           bir hemen hemen   cebiridir. 

iii i   bir hemen hemen   cebiri ve                    olsun. Buradan  

    k yf  o m k üz    

                       

olduğu açıktır.       için 

          

                 

           

               (  birleşme özelliğine sahip olduğundan) 

                 bir hemen hemen   cebiri olduğundan) 

   elde edilir. 

10. Tanım Bir Archimedean   cebiri olan   nin tüm nilpotent elemanlarının kümesi 

     ile gösterilir. Genel olarak                 ile tanımlanır. 

         ise   ye yarı asal denir. Bu nedenle   nin yarı asal olması için gerek 

ve yeter şart sıfırdan farklı nilpotent elemanlara sahip olmamasıdır. Dahası eğer   yarı 

asal   cebiri ve       ise            y   . 

Eğer   yarı asal   cebiri ve       ve      için            
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         . 

  yarı asal olduğundan       olur. Buradan     elde edilir (Boulabiar ve 

Brahmi, 2016). 

11. Teorem Her Archimedean   cebiri değişmelidir (Zaanen, 1975). 

12. Sonuç      birim elemanlı bir   cebiri olsun. Bu durumda        ve      

için 

                  sağlanır. 

13. Teorem Herhangi bir Archimedean birim elemanlı   cebiri yarı asaldır. 

İspat:      ve      olsun. 1.3.12. Sonuç’tan, 

                 ve      ise   Archimedean olduğundan       ifadesinin 

infimumu   olur. Yani 

             

           elde edilir.          için 

                     

                

     .        

Özel olarak   1/               olarak alınırsa   
 

 
  olur. Buradan      

bulunur. O halde   Archimedean olduğundan     olup   yarı asaldır. 
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14. Teorem Herhangi bir   düzgün (uniform) tam   cebirinde aşağıdaki ifadeler 

denktirler. 

i.   bir kara kök kapalıdır. 

ii.   ortak bölen özelliğine sahiptir. 

iii.   çarpanlarına ayırma özelliğine sahiptir (Beukers vd., 1983). 

15. Teorem Bir düzgün tam yarı asal     cebirinde 

i. Her eş güçlü    k  ideal bir   idealdir. 

ii. Her eş güçlü    k  ideal yarı asaldır (Beukers vd., 1983). 

16. Teorem Düzgün tam yarı asal bir     cebirinde bir      k  ideali için aşağıdaki 

ifadeler denktirler. 

i.   bir kare kök kapalıdır. 

ii.      (Beukers vd., 1983). 

17. Tanım   ve   iki sıralı vektör uzayı ve       bir dönüşüm olsun. Eğer 

                               ise   ye pozitif operatör denir. 

   den   ye bütün lineer operatörlerin oluşturduğu uzayı        ile göstereceğiz. 

O halde şu tanımı yapabiliriz:                           ü üm   } (Aliprantis 

ve Burkinshaw, 2006). 

18. Tanım   ve   birer sıralı sınırlı vektör uzayı ve   bir operatör olmak üzere   nin 

sıralı sınırlı her alt kümesini   nin sıralı sınırlı bir alt kümesine resmediyorsa, bu   

dönüşümüne sıralı sınırlı operatör denir. Tüm sıralı sınırlı operatörlerin kümesi         

ile gösterilir. O halde  

                                  o          } 

Her sıralı sınırlı operatör bir pozitif operatördür. O halde sıralı sınırlı 

operatörlerin oluşturduğu küme pozitif operatörlerin bir alt kümesidir. Yani  
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(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

19. Tanım   ve   iki pozitif opratör olsun. Eğer ki   operatörü iki pozitif operatörün 

farkı şeklinde yazılabiliyorsa   ye düzenli operatör denir. Tüm düzenli operatörlerin 

kümesi         ile gösterilir. O halde, 

                              pozitif operatörler öyle ki        }. 

Her düzenli operatör sıralı sınırlıdır. Dolayısıyla her düzenli operatör pozitiftir. O halde 

                      .  

Bu tanımdan her lineer operatörün sıralı sınırlı olması gerekmediği görülür. Yine 

aynı şekilde sıralı sınırlı her operatörün düzenli operatör olması gerekmez (Aliprantis ve 

Burkinshaw, 2006).  

20. Tanım         özel olarak     alınırsa,            uzayına   nin sıralı duali 

denir. O halde  

                          fo k  yo     

(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

21. Tanım   bir Riesz uzayı olsun.   nın birinci duali    olmak üzere,   nin ikinci  

duali     

                               =  (       

ile tanımlanır (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

22. Tanım   ve   iki Riesz uzayı olsun.       için            

sağlanıyorsa   ve   ye ayrık elemanlar denir.       operatörü için 
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oluyorsa   ye ayrık koruyan operatör denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

23. Tanım  ,   iki Riesz uzayı  ve       bir operatör olsun.               ise 

    ye   nin modülüsü denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

24. Önerme   bir Riesz uzayı ve   Archimedean Riesz uzayı olmak üzere, eğer bir 

      operatörünün modülüsü mevcutsa      için               sağlanır 

(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

İspat:       için 

       ( )        

        ( )        

                        

                          . 

Şimdi     keyfi olsun. 

                  

=              

                 

              

    (     ) 

       . 

Buradan               elde edilir. 

25. Önerme   ve   iki Archimedean Riesz uzayı olmak üzere,  operatörü sıralı sınırlı 

ayrık koruyan ise     modülüsü mevcuttur ve            

                       

 sağlanır (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 
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İspat:   yi sıralı sınırlı ayrık koruyan operatör olarak kabul edelim.     

                 dir. Gerçekten 

                 

                                     

     in modülüsü alınırsa 

                                       

                                 

bulunur. Şimdi ise   de       olduğunu kabul edelim. Riesz uzayları üzerinde 

        özelliğinin sağlandığından hareketle 

                                                    

elde edilir. Buradan              

                         

yazılabilir.                           olduğu ise aşikardır. Eğer     ise       

      sağlanır ve  

                 =           

                 

=                

                      

ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

26. Teorem        iki Riesz uzayı olsun.   Dedekind tam ise         Dedekind tam 

Riesz uzayı olup                 sağlanır. Üstelik       ve              için 
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i.                          

ii.         f                 

iii.                               

(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

27. Teorem        iki Riesz uzayı olsun. Kabul edelim ki         dönüşümü, 

        için                  eşitliğini sağlayan toplamsal bir dönüşüm 

olsun. O halde   , E den F ye tek bir pozitif operatöre genişler. Bununla birlikte 

genişleme      için 

                 

 ile verilir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

28. Tanım     ve   Archimedean Riesz uzayları olsun. Eğer               

için 

                      
                         

             
       

kümesi eğer   de sıralı sınırlı ise,         dönüşümüne sıralı sınırlı varyasyon 

denir. Tüm sıralı sınırlı varyasyonlu bilineer operatörlerin kümesi ise            ile 

gösterilir. Eğer              için 

                       

sıralı sınırlı ise   ye sıralı sınırlı denir. Tüm sıralı sınırlı bilineer dönüşümlerin uzayı 

          ile gösterilir.  

Eğer     ve      için           ise   pozitiftir.           

kümesindeki düzenli bilineer dönüşümlerin kümesini           ile göstereceğiz. Eğer 

      pozitif ⇔       sıralamasına göre           ve            sıralı vektör 

uzaylarıdır.                                                
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Sonuç olarak                               sağlanır. Fakat tersi 

doğru değildir.           ve           ,           nin alt vektör uzaylarıdır. 

Ancak eğer   Dedekind tam ise                      olur ve bu uzay artık 

Dedekind tam Riesz uzayıdır. Buna ilave olarak eğer   Dedekind tam ise herhangi bir 

             için     modülüsü mevcut olup aşağıdaki formülle belirlenebilir; 

                                 
                         

    
    . 

Ayrıca herhangi bir     ve      için                       sağlanır. 

Eğer             için     de                 iken  de         

        ve                  sağlanırsa         bilineer operatörüne ayrı ayrı 

ayrık koruyan operatör denir.  

Eğer      için   de     iken          ve          sağlanıyorsa 

        bilineer operatörüne ayrı ayrı bant koruyan operatör denir. 

Eğer                                sıralı sınırlı iseler                 

        bilineer operatörüne ayrı ayrı sıralı sınırlı denir (Buskes vd., 2010). 

1.4. Riesz Homomorfizmaları ve Riesz İzomorfizmaları 

1. Tanım   ve   iki Riesz uzayı olsun. Eğer        için       dönüşümü 

                özelliğini sağlarsa, bir lineer operatör olan   ye Riesz 

homomorfizması denir ( Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).  

2. Teorem     iki Riesz uzayı ve       bir lineer dönüşüm olsun. Bu durumda 

aşağıdaki ifadeler denktir ( Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

     Riesz homomorfizmasıdır. 

           için             . 

            ve       ise        . 

        ,            . 

       ,            . 
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        ,               
 

İspat:                        

                       

                      

                     

                      

             . 

             ve       olsun. 

                      

           olsun.                     

                         =        =        =       . 

           olsun.  

    
 

 
            olduğundan 

       
 

 
               

 
 

 
                 

 
 

 
                 

      . 

        ,                              . 

    olduğunu göstermek için      olduğunu göstermek yeterlidir.     için 

         olduğundan 

                                  . 
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                                            . 

3. Tanım   ve   iki Riesz uzayı ve       dönüşümü bir Riesz homomorfizması 

olsun. Eğer   homomorfizması bire-bir ve örten ise   ye Riesz izomorfizması denir 

(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

4. Teorem   ve   Riesz uzayları,       ye bire-bir ve örten operatör olmak üzere 

  nin Riesz izomorfizması olması için gerekli ve yeterli koşul   ve      operatörlerinin 

pozitif olmasıdır (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

İspat:   bir Riesz izomorfizması ise    ve     in pozitif olduğu açıktır. O halde 

      keyfi olmak üzere 

                

                

             ……………..(1) 

Benzer şekilde        için 

                               ve       ,            . 

Üstelik  , bire-bir olduğundan        elemanları tektir. 

                   

                …………..(2) 

(1) ve (2)’ den                 . 

 , bire-bir ve örten olduğundan   Riesz izomorfizmasıdır. 
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1.5. İdeal, Solid ve Bant 

1. Tanım   bir Riesz uzayı olsun.                o m k üz      

         k          ,    ye solid denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

2. Tanım   bir Riesz uzayı ve     olsun.   solid lineer alt uzay ise   ye   de bir 

ideal denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

3.  Sonuç Her (sıra) ideal bir Riesz alt uzayıdır (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

4. Teorem   bir Riesz uzayı olsun.    ve     de ideal ise     ve       de idealdir 

(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

5. Tanım   bir Riesz uzayı olsun.     vektörü tarafından üretilen ideal  

                         

olarak tanımlanır ve bu ideale bir esas ideal denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

6. Tanım   bir Riesz uzayı ve     nin bir ideali olsun. Eğer   nin herhangi bir alt 

kümesinin   de supremumu mevcut ve bu supremum   nin bir elemanı ise, bir başka 

deyişle,     ve        iken     sağlanıyorsa,   idealine   de bir bant denir 

(Zaanen, 1975). 

7. Teorem   bir Riesz uzayı ve       bir lineer operatör olsun. Bu durumda 

aşağdaki ifadeler denktir. 

i.   bir bant koruyandır. 

ii.   nin boştan farklı her   alt kümesi için         . 

iii.                                 

iv.                               sağlanır. 

v.                    sağlanır. 

Eğer yukarıdaki özellikler sağlanırsa      için               sağlanır (Zaanen,  

1983). 
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İspat: i ii    bir bant olduğundan açıktır. 

ii iii  Eğer       ise       olur. O halde        sağlanır.  

iii iv                  

                      

                         

                

                

             

        

iv v             

           

         

         . 

v i      de bir bant ve     olsun.            sağlandığından   bir bant 

koruyandır. 

(i) ve (v) sağlansın ve     olsun. O halde 

             

         

                     

                       

              . 

8. Tanım   bir Riesz uzayı ve       olsun. 
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i.      ise   ye güçlü birim denir. 

ii.      ise   ye zayıf birim denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

1.6. Riesz Uzaylarında Otomorfizmalar 

Bu kısımda Riesz uzayları üzerinde otomorfizmaların yapısı tanımlanmaya 

çalışılacak, Archimedean   cebiri üzerinde tanımlanan otomorfizmalar incelenecek ve 

Archimedean   cebiri üzerinde tanımlanan otomorfizmaların değişmeli, birleşmeli ve 

yarı asal olma durumları ele alınacak ve bazı uzaylar üzerinde tanımlanan otomorfizma 

örnekleri verilmeye çalışılacaktır. 

1. Tanım   bir Riesz uzayı ve       bir lineer operatör olsun. Eğer ki      bant 

için        sağlanıyorsa yani   operatörü   nin bütün bantlarını değişmez 

bırakıyorsa,   oparatörüne bant koruyan operatör denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 

2006). 

2. Tanım Bant koruyan sıralı sınırlı bir operatöre bir otomorfizma denir.                                   

O halde    bir Riesz uzayı ve        sınırlı bir operatör olsun.   de     iken 

     sağlanır. Ayrıca   otomorfizması aynı zamanda pozitif ise   ye bir pozitif 

otomorfizma denir. Başka bir ifade ile,   bir pozitif otomorfizmadır ancak ve ancak   

de       iken           üzerindeki tüm otomorfizmalar kümesi      ile 

gösterilir, yani 

                             

(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006) . 

3. Teorem   Archimedean Riesz uzayı ise,      noktasal ve cebirsel Riesz  işlemlerine 

göre bir Archimedean Riesz uzayıdır. Başka bir ifadeyle,                          

                    

                     

(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 
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İspat:       bir otomorfizma olsun. Yani        olsun. O halde   bant koruyan 

olduğundan     modülüsü vardır ve                           sağlanır. Buradan 

         olup      bir Riesz uzayıdır.          için 

 

ve 

    
 

 
          ) 

sağlandığından             

         
 

 
                  

 
 

 
                     

 
 

 
                       

 
 

 
                           

          . 

         
 

 
               

 
 

 
                    

 
 

 
                        

 
 

 
                           

          . 

1
( )

2
S T S T S TÚ = + + -
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4. Örnek   boş olmayan   noktalar kümesi üzerinde reel fonksiyonları içeren bir Riesz 

uzayı olsun (doğal noktasal yapıda sıra yapı ve vektör uzayı yapısı ile) ve buna ilave 

olarak   yi noktasal çarpıma göre bir cebir olarak ele alalım.      için        

özelliğini sağlayan  ,   nin bir birim elemanıdır. O halde      birim elemanına sahip bir 

Archimedean   cebiri olur. Bu nedenle   deki bir   dönüşümünün otomorfizma 

olması için gerek ve yeter şart      için   üzerinde                  denklemini 

sağlayan bir     nin var olmasıdır. Bu özellik, özellikle,   nin bir   topolojik uzayı 

üzerinde tüm sürekli reel fonksiyonların uzayı      veya   üzerinde tanımlı tüm sınırlı 

reel fonksiyonların uzayı       olması durumunda da sağlanır (Zaanen, 1975). 

5. Teorem   Archimedean Riesz uzayı olsun. Bu durumda      otomorfizmalar uzayı 

bileşke işlemine göre birim elemanlı bir   cebiridir.  

İspat: 1.6.3. Teorem’den      nin bir Riesz uzayı olduğunu biliyoruz. 

Şimdi ise                                            bileşke işlemine 

göre bir Riesz cebiri ve daha sonra bir   cebiri olduğunu gösterelim.        

     keyfi olsun.                           olduğunda 

                       

olup            . Dolayısıyla      Riesz uzayı bir Riesz cebiridir. 

Şimdi ise       ve                   şeklinde tanımlanan özdeş 

fonksiyonun      nin bir birim elemanı olduğu açıktır, yani       . 

Son olarak      nin bir   cebiri olduğunu gösterelim. Bunun için   
                          olsun. Buradan                         

olduğunu gösterelim. Herhangi bir     için 

                           

olduğundan            olur. Diğer taraftan 
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olup              . O halde 

         ……………………….(1) 

Şimdi ise           olduğunu gösterelim. Her     için 

0    T             Ta       

                   

                         

                  

                                    

              

          ………………………. (2)  

(1) ve (2) den      nin bir   cebiri yapısına sahip olduğu görülür. 
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2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

2.1. Riesz Uzaylarında Biotomorfizmalar 

Daha önceki kısımlarda biotomorfizma uzay yapısının oluşturulması için gerekli 

tanım ve teoremler verilmiştir. Bu kısımda ise her bir elemanı   Archimedean vektör 

uzayı üzerinde tanımlı ve trival olmayan bir biotomorfizmalar uzay yapısının   cebiri 

yapısına sahip olma durumu incelenecektir.  

1.Tanım   bir Archimedean (reel) Riesz uzayı olsun.          bilineer dönüşümü 

  nin her bir bileşeninde bir otomorfizma ise   ye bir biotomorfizma denir. Diğer bir 

deyişle,                              ise         bilineer dönüşümüne   

üzerinde bir biotomorfizma denir.   üzerindeki tüm biotomorfizmaların kümesi        

ile gösterilir. 

   üzerinde tanımlanan tüm otomorfizmaların uzayı      olduğu gibi (bkz. 

1.6.3. Teorem),         biotomorfizmalar uzayının noktasal toplama ve çarpmaya göre 

Riesz uzayı yapısına sahip olduğu aşağıdaki teoremden açıktır. 

2. Teorem   bir Riesz uzayı olsun. Eğer          ise                   . 

Özellikle             ve             için 

                         

                          

sağlanır (Buskes vd., 2010). 

Ayrıca,        uzayının cebirsel yapıya sahip olup olamadığı problemi G. 

Buskes, R. Page ve R. Yilmaz tarafından yayınlanan “A note on bi-orthomorphisms” 

isimli çalışmada ifade edilmiştir. Bazı kesin koşullar altında buna kısmen de olsa cevap 

vermelerine rağmen daha genel olarak “Multiplicative structure of biorthomorphisms 

and embedding of orthomorphisms” Boulabiar ve Brahmi (2016)  başlıklı makalede bu 

probleme olumlu cevap verilmiştir. Biz burada bu çalışmayı irdeleyeceğiz. 
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Buskes vd. (2010) daki “A note on bi-orthomorphisms” isimli çalışmada 

                     için  

                      

olarak tanımlanan                dönüşümü bire-bir bir Riesz homomorfizmasıdır. 

Çalışmamızın bu kısmında   döşümü ile bu dönüşüm kastedilmektedir.  

3. Önerme 

i.     yarı asal bir   cebiri ise     ,        da bir Riesz uzayıdır. 

ii.   yarı asal Dedekind tam bir   cebiri ise     ,        da bir sıralı idealdir 

(Buskes vd., 2010). 

İspat: i.   yarı asal bir   cebiri ve π      ve       olsun.              

olarak tanımlanan               dönüşümü bire-bir bir Riesz homomorfizması  

olduğundan        uzayının bir Riesz uzayı olduğu görülür. 

ii.   yarı asal Dedekind tam bir   cebiri olsun.         sıralı sınırlı varyasyonlu 

bilineer dönüşüm ve π,             özelliğini sağlayan bir otomorfizma olsun. 

Buradan      ᵒ       olacak şekilde         vardır  ve dolayısıyla 

  ᵒ                                    

olur. Bu nedenle             ve benzer şekilde            bulunur. O halde 

        eşitliğinden            elde edilir. 

4. Lemma         yaklaşık birim elemanlı (yani,       yukarı doğru yönlendirilmiş 

     için                     bir Archimedean yarı asal   cebiri ve   

        olsun.                                  ağının       bir 

supremuma sahip olmasıdır (Benamor, 2014). 

İspat:            ve        olmak üzere         olsun.        için  

                    olur. 
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⟸;                       ağının   de bir supremuma sahip olduğunu kabul edelim. 

                             ile tanımlanan          dönüşümü 

toplamsaldır. Riesz Kantorovich Teoremi Aliprantis ve Burkinshaw (2006) dan   nin 

       özelliğini sağlayan ve tekrar   ile gösterilen bir pozitif otomorfizma 

genişlemesi mevcuttur. 

5.Teorem   Dedekind tam yarı asal bir   cebiri olsun.        ,        da bir sıralı 

idealdir (Benamor, 2014). 

İspat:          ve                   olsun. Buradan              için 

                      , yani       
 için             ağı   de üstten sınırlıdır. 

Fakat   Dedekind tam olduğundan       için              de bir supremumu vardır. 

O halde 2.1.4. Lemmadan           olup ispat tamamlanır. 

6. Örnek               olsun.        ve          için                    ile 

tanımlanan   çarpma işlemine göre   bir   cebiridir. Buradan          doğal 

çarpım        de fakat          de bulunmaz (Buskes vd., 2010). Gerçekten, 

              örten değildir. Gerçekten;    örten olduğunu kabul edelim,  yani 

          için        olacak şekilde bir        olsun. Buradan .  Her       

için 

                                                                            

⇔          için                                                . 

                              

olduğundan                        ve dolayısıyla               elde edilir. Özel 

olarak,     olarak alınırsa          için        şekilinde tanımlanan            

    m fo k  yo  o m k üz                      
 

 
  ise         Çü kü 

                 da  ü  k             Bu ise        o m   y             O halde 

  örten değildir. 
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2.2. Biotomorfizmalar Uzayının Çarpımsal Yapısı 

 Bu kısımda bir biotomorfizma uzayının cebirsel yapısı incelenerek bu uzayın bir 

  cebir yapısına sahip olduğu araştırılacaktır.  

1. Teorem   bir Archimedean Riesz uzayı olsun. Eğer                        

       için                         şeklinde tanımlanan çarpım işlemine göre  

       bir Archimedean   cebiridir (Boulabiar ve Brahmi, 2016). 

İspat:      ve                             

                        

olarak tanımlanan            dönüşümü bilineer olduğu açıktır. Üstelik, eğer 

    ise 

                              

ve  

                               

             . 

Bununla birlikte             için  

             

 ile tanımlanan                            dönüşümü bir pozitif bilineer 

dönüşümdür. Diğer yandan eğer                              

                                                     

                                           

Böylece             Riesz uzayı bir Riesz cebirdir. Hatta biotomorfizmalar simetrik 

olduğundan        aynı zamanda değişme özelliğine sahiptir. 
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Şimdi             y  k         olsun.              için 

                     

olduğunu göstermeliyiz. Fakat              değişmeli olduğundan sadece   

           olduğunu ispatlamak yeter. Bunun için        keyfi olsun.        

uzayı üzerindeki latis işlemleri noktasal olduğundan  

                

ve dolayısıyla,              olduğundan  

                   0.      

Ancak biotomorfizmaların simetrik olduğunu kullanılarak 

                                     

                      . 

             elde edilir.  

2. Notasyon           için                     . 

3. Lemma   bir Archimedean Riesz uzayı ve           olsun.  

                        . 

Özellikle        de sıralı bir idealdir (Boulabiar ve Brahmi, 2016). 

İspat:        ve     olsun.       ve       alalım.      için 

          ve                    

olduğundan 
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olur. Böylece  

                                        

bulunur. Bu nedenle                   olur.  

Şimdi           olduğunu gösterelim.               için 

                

                                 

                      . 

                    .   

  bir Archimedean olduğundan           sonucuna ulaşırız.        nin latis 

işlemleri kullanılarak 

                    

 bulunur. Buradan           olur.  

                                 

eşitliğinden           bulunur. 

                         

ve dolayısıyla          elde edilir. 

Ş m                  de sıralı bir ideal olduğunu gösterelim. İlk kısımdan      

nın   nin bir alt vektör uzayı olduğu açıktır. Dahası      için  

         ve                    
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olduğundan        nin bir alt vektör uzayıdır.      nın   de solid olduğunu 

gösterelim. 

       ve       özelliklerini sağlayacak şekilde       olsun.             

olduğundan   üzerinde ayrık koruyan sıralı sınırlı bir operatördür. Huijsmans ve De 

Pagter (1993) den  

                       

4. Lemma   bir Archimedean Riesz uzayı ve          olsun. Eğer         

                       (Boulabiar ve Brahmi, 2016). 

İspat:                           k           olduğundan                 

                        .              olsun.   ve   nın pozitif 

olduğunu kabul edebiliriz. Bu nedenle eğer             ise  

                               

            olduğundan 

                                   

Böylece y k     k    mm                   . Do  y   y   

                                  

                       

                                  

                               
 
     

yani              elde edilir ki   Archimedean olduğundan          olur. 
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5. Sonuç  ,     sıralı zayıf birimli bir Archimedean Riesz uzayı olsun. O halde 

       de tanımlanan * çarpımına göre yarı asal bir   cebiridir (Boulabiar ve 

Brahmi, 2016). 

İspat:               bir   cebir yapısına sahip olduğunu biliyoruz. Şimdi bunun yarı 

asal olduğunu gösterelim. Bunun için          o m k üz           olsun. 

Buradan        için  

                         , 

yani,                       . 2.2.3. Lemmadan                    . Fakat   

bir sıralı zayıf birim ve             olduğundan                     (Zanaan, 

1983).  Buradan     elde edilir. Dolayısıyla              yarı asal bir   cebiri 

olur. 

6. Teorem   bir Archimedean Riesz uzayı olsun. Aşağıdaki ifadeler birbirine  

denktir. 

i.            . 

ii.        trivialden farklı bir   cebiridir  

iii.   trivialden farklı bir   cebiridir (Boulabiar ve Brahmi, 2016). 

İspat: i ii        de   cebiri çarpımının trivial olduğunu kabul edelim ve      

olsun. Teorem 2.2.1 de gösterildiği gibi,      işlemi       de bir   cebiri çarpımıdır, 

             bir   cebiridir. Bu nedenle           için hipotezden        

olur. Şimdi bir          için                                                                                                 

                                 =0 

olduğundan               Buradan 2.2.3. Lemma ve 2.2.4. Lemmadan     elde 

edilir ki bu            olması demektir.  Bu ise hipotezle ile çelişir. O halde  

       trivialden farklı bir   cebiridir.  

ii iii        trivialden farklı bir Riesz uzayı olduğundan     olacak şekilde bir 

           bulunur. Fakat   de        için  
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olarak tanımlanan çarpım işlemine göre   trivialden farklı bir   cebiri olur. Gerçekten, 

eğer          için 

                                   , 

yani yukarıda tanımlanan çarpım birleşmelidir. Benzer şekilde bir   cebirinin diğer 

cebirsel özelliklerinin sağlandığı gösterilebilir. 

iii i   trivialden farklı bir   cebiri olsun.        için           olarak 

tanımlanan          dönüşümü    üzerinde trivialden farklı bir biotomorfizma 

olduğunu göstermek kolaydır. Bu sonuç teoremin ispatını tamamlar. 

Aşağıdaki örnekte verildiği gibi, yukarıdaki teoreme rağmen, sadece sıfır 

biotomorfizmaya sahip Riesz uzayları mevcuttur. Örneği vermeden önce aşağıdaki 

teoreme ihtiyacımız vardır.  

7. Teorem  ,       üzerinde tanımlı bütün reel değerli noktasal lineer sürekli 

fonksiyonların oluşturduğu Riesz uzayı ise   sadece trivial otomorfizmaya sahiptir, yani 

          (Zaanen, 1975). 

8. Örnek  ,       üzerinde tanımlı bütün reel değerli noktasal lineer sürekli 

fonksiyonların oluşturduğu bir Archimedean Riesz uzayı olsun.  ,   kümesi üzerinde 

tanımlı özdeş operatörü olmak üzere, yukarıdaki teoremden  

                   

olduğu görülür. Şimdi eğer         ,     ise            özelliğini sağlayan bir 

          vardır. 0     ve     elemanları lineer bağımsız ise 

                                

olduğundan      olduğu görülür. Buradan          elde edilir ki bu 0,   

üzerindeki tek biotomorfizma,  yani,             olması demektir (Boulabiar ve 

Brahmi, 2016). 
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2.3. Otomorfizmaların Biotomorfizmaların İçine Yerleştirilmesi 

Bu kısımda otomorfizmalar uzayının biotomorfizmalar uzayın içine sıralı ideal 

olarak yerleştirilmesi için gerekli özellikler araştırılacaktır. Dedekind tam durumu için  

Buskes vd. (2010) çalışmada bu durum incelenmiştir. Burada Boulabiar ve Brahmi 

(2016) tarafından gösteri teorisi kullanılarak genelleştirilen   zayıf sıra birimli düzgün 

tam yarı asal   cebir olması durumunda      uzayının yine         de bir sıralı 

ideal olduğu incelenecektir.                                                                                                                                                                                                                    

   yarı asal bir   cebiri olsun. E                                      

için  

                       

olduğundan        için 

                  

olduğu görülür. Üstelik,        olmak üzere        için 

                    

şeklinde tanımalan          dönüşümü bir biotomorfizma, yani           . 

Dolayısıyla         için  

        

olarak tanımlanan                dönüşümünün bire-bir bir Riesz 

homomorfizmasıdır (Buskes vd, 2010). Buna göre       bir Riesz alt uzayı olarak, 

       nın içine yerleştirilebilir. O halde herhangi bir         görüntüsü olan    

        ile belirlenebilir.  

Şimdi   düzgün  tam yarı asal bir   cebir ve 

                  

olarak alınırsa bu    kümesi             pozitif konuna sahip   uzayunun bir Riesz alt 

uzayıdır (Buskes ve Rooıj, 2000). Buna göre aşağıdaki teorem verilebilir. 
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1. Teorem   düzgün tam yarı asal   cebiri ve         bir dönüşüm olsun.  

    üzerinde (pozitif) bir biotomorfizmadır ⇔        için                

           özelliğini sağlayan tek bir         (pozitif) biotomorfizma vardır (Boulabiar ve 

           Brahmi, 2016). 

İspat:   Açıktır. 

⟸ İlk olarak   nin   üzerinde pozitif bir biotomorfizma ise   ortosimetrik bir Riesz 

bimorfizmadır.        için 

           

olarak tanımlanan         ortosimetrik Riesz bimorfizması ve        ikilisi bir 

Riesz uzayı olup  nin karesidir (Buskes and Rooij, 2000). Dolayısıyla        için 

              

olarak tanımlanan tek bir          Riesz homomorfizması vardır. Üstelik    bir 

otomorfizmadır. Gerçekten     ve      öyleki           olsun.   ortosimetrik 

olduğundan        0. Diğer yandan     tanımdan       için      özelliği 

sağlayan      vardır. Buradan                      için  

                       

olduğundan          için  

                                        . 

Fakat   yarı asal olduğundan 

                                         

bulunur. Bu ise    operatorünün pozitif bir otomorfizma olduğunu gösterir. 

 Şimdi          keyfi olması durumunda         olduğunu gösterelim. 

       bir Riesz uzayı olduğundan       olacak şekilde pozitif              

vardır. O halde yukarıdaki pozitiflik durum kullanılarak,        için 

               ve               olacak şekilde, sırasıyla,   

                    otomorfizma vardır. Buradan açıkça              

Fakat        için 
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                                                      , 

yani       için                  olduğundan               . 

Dolayısıyla         elde edilir. 

 Aşağıdaki sonuç G. Buskes, R. Page ve  R. Yilmaz tarafından (Buskes vd., 

2010) ispatlanmıştır. Burada Boulabiar ve Brahmi (2016) çalışmasındaki alternatif 

ispatı vereceğiz. 

 2. Sonuç   Dedekind tam yarı asal   cebiri olsun.     ,        nin bir  

 sıralı idealidir (Boulabiar ve  Brahmi, 2016). 

İspat:      ,        in bir Riesz alt uzayı olduğundan       in        de bir solid 

olduğunu göstermek teoremin ispatı için yeterlidir. Bunun için          olsun. O 

halde       eşitsiliğini sağlayan bir         olduğunu kabul edelim. Buradan 

       olduğunu göstermeliyiz.   düzgün tam olduğundan yukarıdaki teoremden 

       için               özelliğini sağlayan tek bir         pozitif 

otomorfizması mevcuttur. O halde 

                       

sağlanır. Diğer bir deyişle         için 

              

bulunur. Buradan 2.3.1. Teorem    operatörünün, tekrar    ile gösterebileceğimiz, 

        

özelliğini sağlayan  ve tekrar    ile gösterilen bir pozitif operatöre genişlemesi vardır. 

Buradan         ve       elde edilir. Sonuç olarak        bulunur. Bu ise 

     in        de bir solid ve dolayısıyla sıralı ideal olduğunu ispatlar. 

3. Teorem    Riesz uzayı düzgün tam ise        de düzgün tamdır (Boulabiar and  

Brahmi, 2016).  

İspat: Şimdi         ,         için 

              

olarak tanımlayalım. Riesz Kantorovich Teoreminden     in   ile ifade edilen,  
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      tek olarak genişlemesi vardır. Burada          olduğu ve      Cauchy 

dizisinin de düzgün limiti olduğu görülür. Böylece        tamdır. Özellikle   düzgün 

tam ise      düzgün tamdır (Zaanen,1983). 

 Şimdi               herhangi bir düzgün Cauchy dizisi olsun. Buradan 

              öyleki       için      ,         için 

            

Buradan       de       ve         için  

                           

sağlanır. Bu ise                  bir düzgün Cauchy dizisi olması demektir. Fakat 

     düzgün tam olduğundan bu dizi bir         ye yakınsar. Diğer taraftan 

biotomorfizmaların simetri olmasından         için             olduğu açıktır. 

Şimdi         için  

             

şeklinde bir            dönüşümü tanımlansın. Buradan standart genişleme 

teoreminden Aliprantis ve Burkinshaw (2006) dan   tek olarak     den   ye bir 

bilineer dönüşüme genişler. Bu genişleme dönüşümü tekrar   ile gösterilirse,   nin      

dizisinin düzgün limiti olduğu görülür. Dolayısıyla        düzgün tamdır. 

 Şimdi bu bölümün ana sonucunu vermeye hazırız. 

4. Teorem   zayıf sıra birimli düzgün tam yarı asal   cebiri ise     ,        de bir 

sıralı idealdir (Boulabiar ve  Brahmi, 2016).  

İspat:  Yukarıdaki teoremden        nın düzgün tam yarı asal   cebiridir. Şimdi  

     pozitif zayıf sıra birim olsun. 2.2.5. Sonuçtan (             bir yarı asal 

  cebiridir.      in (           de bir halka ideali olduğunu gösterelim. Bunuın için 

       ve          keyfi olsun. Buradan  o            ve        için  

                   

olduğundan,  
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      o           

    o             

sağlanır. Buradan        o             elde edilir. Bu ise      in        de bir 

halka ideali oluğunu gösterir. Diğer yandan      birim elemanlı düzgün tam    cebiri 

olduğundan      karekök kapalıdır. Dolayısıyla, 1.3.16. Teorem gözönüne alınırsa, 

     halka ideali aynı zamanda bir sıralı idealdir. Buradan      in        de bir sıralı 

ideal olduğu sonucuna ulaşılır. 
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3. SONUÇLAR ve TARTIŞMA 

Bu çalışmada Riesz uzayları üzerinde bir biotomorfizma yapısının 

oluşturulabilmesi için yeterli ve gerekli koşullar verilmiş ve biotomorfizmaların 

tanımlanan bir çarpıma göre çarpımsal yapıları incelenmiştir. Buna göre aşağıdaki temel 

sonuçlar verilebilir. 

1.   bir Archimedean Riesz uzayı olsun. Eğer                       

       için                         şeklinde tanımlanan çarpımına işlemine 

göre         bir Archimedean   cebiridir (Boulabiar ve Brahmi, 2016). 

2.  ,     sıralı zayıf birimli Archimedean bir vektör Riesz uzayı olsun. O halde 

       tanımlanan * çarpımına göre yarı asal bir   cebiridir (Boulabiar ve Brahmi, 

2016). 

3.   bir Archimedean Riesz uzayı olsun. Aşağıdaki eşitlikler birbirine  

denktir. 

i.            . 

ii.        trivialden farklı bir   cebiridir  

iii.   trivialden farklı bir   cebiridir. (Boulabiar ve Brahmi, 2016). 

4.   zayıf sıra birimli düzgün tam yarı asal   cebiri ise     ,        de bir sıralı 

idealdir. (Boulabiar ve  Brahmi, 2016). 

5.   düzgün tam yarı asal   cebiri ve         bir dönüşüm olsun. 

    üzerinde (pozitif) bir biotomorfizmadır ⇔        için               

            özelliğini sağlayan tek bir         (pozitif) biotomorfizma vardır (Boulabiar ve 

            Brahmi, 2016). 
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4. ÖNERİLER 

 Bir biotomorfizma yapısı için öne sürülen tanım, öneri ve teoremlerin tamamı 

“  -otomorfizma” yapıları için çalışılabilir ve bu “  -otomorfizma” yapıları 

           olarak tanımlanabilir. Buna ilave olarak çalışmada yer alan ve   cebiri 

tanımının kullanıldığı tüm öneri ve teoremler   cebiri, ve hemen hemen   cebiri 

yapıları için çalışılabilir. 
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