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Bu tez ¢aligmasinda iistel dagilimin bir genel durumu, Kumaraswamy-G(Kw-G) dagilim ailesi
kullanilarak elde edilmistir. Bu yeni genellestirilmis iistel dagilimin, olasilik yogunluk
fonksiyonu bi¢imi, quantil fonksiyonu, yasam fonksiyonu, bozulma orani fonksiyonu,
momentleri, en ¢ok olabilirlik parametre tahminleri ve sira istatistikleri gibi dagilimsal
oOzellikleri incelenmistir. Ayrica parametre tahminleri igin bir simiilasyon ve bir gerg¢ek veri

uygulamasi yapilip, bazi Gistel dagilim modelleri ile kargilastirma yapilmustir.
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ABSTRACT

AN EXTENSION OF THE EXPONENTIAL DISTRIBUTION VIA
KUMARASWAMY-G DISTRIBUTION FAMILY
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In this thesis study, a general situation of exponential distribution is obtained by using
Kumaraswamy-G(Kw-G) distribution family. The distribution features of this new
generalized exponential distribution such as the form of probability density function,
quantile function, hazard rate function, its moments, maximum likelihood parameter
estimations and order statistics are analyzed. Besides, for parameter estimations, a
simulation and real data application are performed and compared with some exponential

distribution models.
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1. GENEL BILGILER

11. Giris

Olasilik, istatistik analizi ile matematik arasinda baglantiy1r saglayan koprii
durumundadir. Bu koprii olasilik dagilimlari ile saglanir. Olasilik dagilimlari, olasilik
incelemesi ve olaylarin olasilifinin tanimlanmasi i¢in kullanilan teorik modellerdir.
Gergek hayatta herhangi bir olaymn olasiligini belirlemek istedigimizde o olayla ilgili
kosullar bu teorik modellerden hangisine uygunsa olasiligin hesaplanmasinda kosullar
uygun olan o modelden yararlanilir. Olasilik kuramina gore, her bir rassal degisken i¢in
durum uzayinda bir olasilik dagilimi olarak tanimlanan bir fonksiyon baglanmistir. Yani
olasilik dagilimlari olasilik dl¢iilerinin durum uzayindaki ifadeleridir. Verilerin sistemli
bir sekilde toplanmasi ve bu verilerin degerlendirilip sonug ¢ikarilmasi uygun bir veri
modellemesi ile saglanir. Dagilimlar bu verilerin uygun bir sekilde modellenmesini
saglar. Literatiirde var olan bircok dagilim vardir. Bunlardan Kumaraswamy (1980)
(Kw) dagilim1 hidroloji alaninda 6nemli bir kullanim alani bulmustur. Daha sonra Jones
(2009)’ da Kw dagilimmi derinlemesine incelemis kokeni hakkinda bilgi vererek
genisletilmesini saglamistir. Cordeiro ve Castro (2011)° de ise kumaraswamy-G (Kw-
G) adr altinda yeni bir dagilim ailesi ortaya atmistir. Kw-G dagilim ailesi miithendislik
ve biyolojide genis ¢apli uygulanmistir. Nadarajah ve Haghighi (2011) (NH)’ de ise
istel dagilimin genellestirilmis bir halini sunmuslardir. Bu tezde Kw-G dagilim
ailesinde dagilim fonksiyonu olarak NH dagilimi kullanilarak olusturulan yeni bir
dagilim incelenecektir. Kumaraswamy-Nadarajah ve Haghighi (KwNH) olarak
adlandirilacak olan bu yeni dagilimin incelenmesindeki temel amag; NH dagilimindan
daha esnek bir dagilim elde edip, bu dagilimin veri uygulama alanini arttirmaktir. Bu tez
3 boliimden olugmaktadir. Tezin birinci boliimiinde; tezde kullanilan temel kavramlar
ve bazi istatistiksel dagilim modelleri ile Kumaraswamy-G dagilim ailesinden
bahsedilmistir. Ikinci boliimiinde; Kumaraswamy-G dagilim ailesi kullanilarak elde
edilen yeni dagilim olan KwNH dagilimindan bahsedilerek dagilimin 6zellikleri
incelenmistir. Ugiincii béliimiinde; yeni dagilim ile ilgili cesitli uygulamalar yapilarak

literatiirdeki baz1 dagilimlar ile karsilastirilmistir.



1.2. Literatiir Ozeti

Dagilimlarin  esnekligini arttirmak i¢in literatiirde ¢esitli dagilim aileleri
sunulmustur. Bu dagilim ailelerinin bazilar1 (0,1) aralifindaki tanimlanmis dagilimlar
sayesinde elde edilmistir. (0,1) araliginda tanimli olan Beta dagilimi kullanilarak,
Eugene vd. (2002) tarafindan Beta-G dagilim ailesi sunulmustur. Beta-G dagilim
ailesine ait kiimiilatif dagilim fonksiyonu (kdf) ve olasilik yogunluk fonksiyonu (oyf)

sirasiyla;

BG(x) (a,b) _ 1 G(x)
B(a,b) B(a,b) J,

FB%(x) = Iz (a,b) = 01 (1 - w)’ ldw

fEeC) = gOIG)* 1 -G

B(a,b)

seklinde verilir, burada; a,b >0, x € (0,1), g(x) =dG(x)/dx, G(x), kok(baz)
dagilimin kdf’si ve g(x), kok dagilimin oyf’si ve

t

B.(a,b) =] t@ (1 —t)’lat (1)

0

1
B(a,b) = f t1(1 —-t)P-1dt (2)
0

dir. Bu dagilim ailesi kullanilarak literatiirdeki temel dagilimlarin bi¢cim ve veri
modellemesindeki esnekligini arttirmak amaciyla birgok calisma yapilmistir. Ornegin;
Beta normal dagilimi (Eugene vd., 2002), Beta Ustel dagilimi (Maynard, 2003), beta
gamma dagilimi1 (Kong, 2004), beta Gumbel dagilim1 (Nadarajah ve Kotz, 2004), Beta
Fréchet dagilimi (Nadarajah ve Gupta, 2004), Beta Weibull dagilimi (Sun, 2011), Beta
Bessel dagilimi (Gupta ve Nadarajah, 2006), Beta Pareto dagilimi1 (Akinsete vd., 2008),
Beta Rayleigh dagilimi (Akinsete ve Lowe, 2009), Beta Laplace dagilimi (Kozubowski
ve Nadarajah, 2008), beta Maxwell dagilimi (Amusan, 2010), Beta Cauchy dagilimi
(Alshawarbeh, 2011), Beta Burr XII dagilimi (Parana’iba vd., 2011), Beta
genellestirilmis Pareto dagilimi (Mahmoudi, 2011), Beta genellestirilmis Weibull
dagilimi (Singla vd., 2012), Beta genellestirilmis Gamma dagilimi (Cordeiro vd.,



2013a), Beta Nakagami dagilimi (Shittu ve Adepoju, 2013), Beta genellestirilmis ters
Weibull dagilim1 (Baharith vd., 2014), Beta genisletilmis yar1 normal dagilim (Cordeiro
vd., 2014a), beta log-lojistik dagilimi (Lemonte, 2014), literatiirde incelenmis Beta-G
dagilim ailesinin iiyeleridir.

Bir bagka dagilim ailesi olarak Cordeiro ve Castro, (2011) tarafindan Kw-G
dagilim ailesi sunulmustur. Bu dagilim ailesinin kokeni daha ¢ok hidroloji

caligmalarinda kullanilan Kw(1980) dagilimidir. Kw dagilimina ait kdf ve oyf sirasiyla

F(x) =[1-(1—-x%P] 3)
f(x) = abx®1(1 — x*)b-1 “4)

seklinde verilir. Burada; 0 < x < 1 ve a,b > 0,olup, dagilimin sekil parametreleridir.
Kw dagilimi hakkinda ayrintili bilgi i¢in Jones (2009)’ a bakilabilir. (3) ve (4)

esitligindeki x yerine Kw-G dagilim ailesinin kdf ve oyf’si sirasiyla;

Fx)=1-[1-G6x)%"
f(x) = abg(x)G(x)* (1 — G(x))b-1

seklinde yazilarak verilir (Cordeiro ve Castro, 2011). Burada; g(x) = dG(x)/dx ,
a,b >0, x € (0,1) G(x), kok dagilimin kdf” si ve g(x), kok dagilimin oyf” sidir. Kw-
G dagilim ailesi ilerleyen konularda ayrintili bir sekilde incelenecektir. Iki bigim
parametresi ile genisletilen bu dagilim ailesinin literatiirdeki iiyeleri; Kumaraswamy
Weibull dagilimi (Cordeiro vd., 2010), Kumaraswamy genellestirilmis Gamma dagilim1
(de Pascoa vd., 2011), Kumaraswamy carpik normal dagilimi (Kazemi vd., 2011),
(Mameli, 2012), (Mameli ve Musio, 2013), Kumaraswamy Gumbel minimum dagilimi
(El-Sherpieny ve Ahmed, 2011), Kumaraswamylog-lojistik dagilimi (Santana vd.,
2012), Muthulakshmi ve Selvi, 2013), Kumaraswamy Gumbel dagilimi1 (Cordeiro vd.,
2012-a), Kumaraswamy Birnbaum-Sanders dagilimi (Saulo vd., 2012), Kumaraswamy
genellestirilmis yari-normal dagilimi (Cordeiro vd., 2012b), Kumaraswamy Ters
Weibull dagilimi (Shahbaz vd., 2012), Kumaraswamy normal dagilimi1 (Correa vd.,
2012), Kumaraswamy genellestirilmis Ters Weibull dagilimi (Yang, 2012),
Kumaraswamy Pareto dagilimi  (Bourguignion vd., 2013), Kumaraswamy

genellestirilmis Pareto dagilimi1 (Nadarajah ve Eljabri, 2013), Kumaraswamy Burr XII
3



dagilimi (Paranaiba vd., 2013), Kumaraswamy genellestirilmis u¢ deger dagilimi
(Eljabri, 2013), Kumaraswamy liner iistel dagilimi (Elbatal, 2013), Kumaraswamy
genellestirilmis lineer bozulma oram1 dagilimi (Elbatal, 2013), Kumaraswamy
iistellestirilmis Pareto dagilimi (Elbatal, 2013¢), Kumaraswamy Lomax dagilimi
(Shams, 2013), iistellestirilmis log-lojistik (fisk) dagilimi (Zubair, 2013), {istellestirilmis
genellestirilmis Burr III dagilimi (Zubair, 2013), Kumaraswamy modifiye Weibull
dagilimi (Cordeiro vd., 2014b), Kumaraswamy genellestirilmis Rayleigh dagilimi
(Gomes vd., 2014), Kumaraswamy Ustel-Weibull dagilimi (Cordeiro vd., 2015a) olarak

yazilabilir.

Bir diger dagilim ailesi olarak Alexander vd. (2012) tarafindan McDonald-G

dagilim ailesi sunulmustur. Bu dagilim ailesine ait kdf ve oyf sirasiyla;

BG(x)C(ai b) B 1 G(x)¢
B(a,b)  B(a,b) 0

F(x) = Ig(a b) = w1 (1-w)’ do

c
B(a,b)

fGx) = gOIG)* 1 - G(0)]"

seklindedir. Burada a, b, c > 0 sekil parametreleri ve 0 < x < 1’ dir. Bu dagilim ailesi
kullanilarak yapilan caligmalara 6rnek olarak; McDonald Kumaraswamy dagilimi
(URL-1), McDonald iistel dagilim (Cordeiro vd., 2012-c), McDonald gamma dagilimi
(Marciano vd., 2012), McDonald ters beta dagilimi (Cordeiro ve Lemonte, 2012),
McDonald normal dagilimi (Cordeiro vd., 2012-d), McDonald {istel genellestirilmis
dagilim (Cordeiro vd., 2012-e), McDonald Burr XII dagilim1 (Gomes vd., 2015),
McDonald Burr III dagilim1 (Gomes vd., 2015), McDonald Lomax dagilimi (Lemonte
ve Cordeiro, 2013), McDonald Birnbaum-Sanders dagilimi1 (Cordeiro vd., 2013-b),
McDonald Fisk dagilimi (Zubair, 2013), McDonald Dagum dagilimi(Rajasooriya,2013),
(Oluyede and Rajasooriya, 2013), McDonald modified Weibull dagilimi (URL-2),
McDonald arcsine dagilimi (Cordeiro ve Lemonte, 2014), McDonald Weibull dagilimi
(Cordeiro vd., 2014-c), McDonald Burr dagilimi (Cordeiro vd., 2015b) ve The
Kumaraswamy exponential-Weibull distribution (Cordeiro vd., 2015c) dagilimlari

verilebilir.



Yakin zamanlarda ise dagilimlarin iki yonli bir sinift Korkmaz ve Geng, (2015)

tarafindan sunulmustur. Bu aileye ait kdf ve oyf sirasiyla

F(x;a,B,8) = { (60 )" — 0 <x < G (B)

T 1-1-p7(1-6)" GalpB) <x <o

-1 _

fOsapB,é)= { ap' g (x; f)(G(x; f))a —o<x< G(x?g)(ﬁ)

» Y M - _ -1 _

a1-P g H(1-6(6 )" GrpB)<sx<w

seklinde verilir. Burada 0 < f < 1 ve @ > 0°dir. £ ise kok dagilimdan gelen parametre
vektoriidiir. Yazarlar dagilimlarin iki yonlii bir sinifin1 elde ederek iki yonli
genellestirilmis iki yonli tstel, iki yonlii weibull, iki yonlii normal dagilimi ayrintili

olarak incelemislerdir.

Literatiirde i1yi bilinen genellestirilmis dagilim aileleri hakkinda ayrintili bilgi
almak i¢in Tahir ve Nadarajah (2015)’ e bakilabilir.

1.3. Temel Kavramlar

Bu kisimda, oOnerecegimiz yeni dagilimda kullanilacak olan bazi o6zellikler

verilecektir.
1.3.1. Beklenen Deger

Tanmm 1.3.1 X bir boyutlu siirekli bir rasgele degisken olsun ve f(x), X’ in oyf’si

olmak {izere, X in beklenen degeri (agirlikli ortalamasi), E (X);

E(X) = fxf(x)dx, —0 < x <

— 00

seklinde tanimlanir (Akdeniz, 2002).



1.3.2. Moment

Tamm 1.3.2 g(X) = X* fonksiyonunun beklenen degerine X rasgele degiskeninin 0’ a

gore k-inct mertebeden momenti denir ve
my, = E(X%)

dir ( Akdeniz, 2002).

X, f (x) oyf” ye sahip siirekli rasgele degisken ise k-inc1 mertebeden moment;
my = E(XF) = j x*f(x)dx

olur (Akdeniz, 2002).

Tammm 1.3.3 E[(X — ¢)¥] beklenen degerine ¢ noktasma goére k-inci mertebeden
moment denir ve ¢ = m; = E(X) almirsa E[(X — E(X))¥] degerine beklenen degere

(ortalamaya) gore k-inct mertebeden moment denir(Akdeniz, 2002).
Tamim 1.3.4. Beklenen degere gore momentlere merkezi momentler denir ve
ue = E[(X — E(X)¥]
ile gosterilir (Akdeniz, 2002).
1.3.3. Yasam Fonksiyonu
Yasam fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu belli bir aralikta bozulmay: ifade
ederler. Olasilik yogunluk fonksiyonu ise belli bir zamanda bozulmay1 ifade etmektedir

ve anlik bir dl¢limdiir (Basar 1993).

Monoton azalan bir fonksiyon olan yasam fonksiyonu;



S(x) =1-F(x) (%)

seklinde gosterilir.

1.3.4. Bozulma Oram Fonksiyonu

Bozulma orani fonksiyonu, X zamanina kadar yasadigi bilinen parcanin bundan
sonraki [x, x + k] zaman araliginda bozulma olasiliginin oranimi ifade eder(Korkmaz,

2010).

h(x) = % ®)

olarak tanimlanir.

1.3.5. En Cok Olabilirlik Parametre Tahminleri

En ¢ok olabilirlik yontemi, tahmin edicileri elde etme yontemleri arasinda en
yaygin olanidir. Olabilirlik ilkesine dayanan bu yontem ile elde edilen tahmin ediciler,
tahmin edicilerde aranan 6zelliklerin bir ¢oguna gore iyi olmakla birlikte elde edilmeleri
sirasindaki en Dbiiyiikleme (maksimizasyon) probleminin ¢6ziimiinde sikintilar

cekilmektedir(Oztiirk vd., 2006).

Tanim 1.35 X = (X;,X,,...,X5) Ornekleminin olasilik (yogunluk) fonksiyonu,
f(x;0) =TI, f(x;; 8) olmak ilizere X = x olarak gozlendiginde 6'nin bir fonksiyonu

olan,

L(O;x) = f(x;60) ,0 €O

olabilirlik fonksiyonunu © parametre kiimesi iizerinde maksimum yapan 8(x) degerine,

var olmas1 halinde 8 nin en ¢ok olabilirlik tahmini ve 8(X) istatistigine de 6 nin en ¢ok

olabilirlik tanmin edicisi denir(Oztiirk vd., 2006).



6 nin en ¢ok olabilirlik tahmini ile 8 nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini ayni

6 sembolii ile gosterecegiz. Buna gore,

max
L( 3 X _Heel_[f(xug)

dir. Logaritma fonksiyonunun monotonlugu g6z oniine alindiginda,

~ max o
logL(H;x) =0c eZlogf(xi;H)
i=1

max Tl

oco 2i=1108 f (x;; ) optimizasyon problemini ¢dzmek

yazabiliriz. Baz1 durumlarda
daha kolay olmaktadir. Bu sebepten dolay1 genellikle, olabilirlik fonksiyonu yerine
onun dogal logaritmas1 olan log-olabilirlik fonksiyonu da denen fonksiyon maksimize
edilmektedir. Bazi durumlarda 8(xy, x,, ..., x,,) ¢ozimiini x,X,, ..., X, ler cinsinden
ifade etmek miimkiin olmakta, baz1 durumlarda da miimkiin olmamaktadir. Analitik
¢oziim elde edilemediginde en c¢ok olabilirlik tahmin edicisi bi¢imsel olarak
bilinmemekte, yani Orneklemin bir fonksiyonu olarak agik bir bicimde
yazilamamaktadir. Boyle durumlarda, optimizasyon problemi belli bir algoritma ile
¢Oziillip parametrenin tahmini elde edilmektedir. Elde edilen tahmin en ¢ok olabilirlik
tahmin edicilerinin tagidig1 6zellikler agisindan degerlendirilebilir. Zayif kosulluluk
durumunda sayisal yontemler yuvarlatma hatalar1 gibi sebeplerden dolayr gergek

¢dziimden ¢ok uzak olan ¢dziimler ortaya ¢ikabilir(Oztiirk vd., 2006).
1.3.6. Sira Istatistikleri

Sira istatistikleri istatistikte ¢ok genis bir alanda kullanilmaktadir. Ozellikle
yiizdeliklerin hesaplanmasinda, maksimum minimum degerler ile beraber ortanca
degerin hesaplanmasinda histogramlarin ¢izilmesinde (ki bu grafik yardimi ile dagilimin
sekli hakkinda bir 6n bilgi elde edebiliriz) ve buna benzer bircok basit istatistiki
bilgilerin elde edilmesinde sira istatistikleri kullanilmaktadir. Ayrica, sira istatistikleri,

istatistiki sonu¢ ¢ikarim acgisindan ¢ok kullanigh 6zelliklere sahiptir. X;, X5, ..., X,
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olasilik yogunluk fonksiyonu f(x; 8) olan bir dagilimdan alinan bir 6rneklem ise, sira
istatistikleri;
X1y = min{Xy, Xy, ..., Xn}, X(2) = ikinci en kii¢iik... X5,y = max{X;, X, ..., X} olarak

tanimlanmaktadir(Akdi Y., 2000). Buna gore, sira istatistikleri i¢in

Xy = Xp) = Xp) <. X@m

gosterimi kullanilmaktadir. Asagida verilen herhangi bir 6rneklemin sira istatistiklerinin
olasilik yogunluk fonksiyonlar1 bir teorem halinde 6zetlenmistir. X5, X5, ..., X,,, dagilhim
fonksiyonu F(x), olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) olan bir kitleden alinan bir

orneklem olsun, Xy sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu,

G-D!n-=N!

fr,(x) = fOIF)V ™1 = F()]"/, xeDy (7)

seklinde tanimlanir(Akdi Y., 2000).

X 1. sira istatistiginin oyf” si;

fx, ) =n[1=F)" ' f(x) (8)

X(m) n. sira istatistiginin oyf’si;

fr, () = n[F O] f (x) 9)
seklinde elde edilir( Akdi Y., 2000).
1.4. Bam Ozel Siirekli Rasgele Dagilimlar Ve Ozellikleri

Bu boliimde literatiirdeki bazi 6zel dagilimlar, NH ve istellestirilmis NH(ENH)

dagilimlari incelenecektir.



1.4.1. Normal Dagilhm

[statistikte ¢cok onemli bir yer tutan normal dagilim, 1733’ te De Moivre ve

1809°da Gauss tarafindan sunulmustur. Normal dagilima ait oyf ve kdf’ si sirasiyla;

Flsn0) = —p=e (5 <x<
X, U,0) = e 2\ o /) | —0 < x <00
H oV2m

1/x—p\2
F(x; p,0) =612n f_’“we-z(T”) dt

seklinde tanimlanir. Burada ; u € R konum parametresi dagilimin ortalamasini, ¢ > 0
Olcek parametresi dagilimin varyansini ve e= 2,71828 , m=3,14159 degerlerini ifade
etmektedir. Ozel olarak; u = 0 ve o = 1 alinirsa standart normal dagilim elde edilir.

Standart normal dagilima ait oyf ve kdf sirasiyla;

1 x2

D(x) = \/T_ne_f ,XER (10)
1 ¢ _x2

o (x) :\/T_ﬂ e 2z dt (11)

gosterimi ile verilir. Sekil.1’de baz1 degerler i¢in oyf grafigi verilir.

2
p=0,0.=02
09 } u:(Lo‘i:l_()
u=0,0'2=5.0
0.8 | uw=-2,¢6"=0.5
0.7 F
0.6

05

0.4 F

03 F

0.2 f

0.1 |

0

Sekil 1. Normal dagilima ait oyf grafigi. (Yesil ¢izgi Standart Normal Dagilimi
gostermektedir.)(URL-3)
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1.4.2. Weibull Dagilimi

Weibull (1939) tarafindan ortaya atilan ve Weibull (4, ) seklinde gosterilen
Weibull dagilimi miihendislik ve biyoloji alanlarinda énemli yer tutmustur. Weibull

dagilimi i¢in X rasgele degisken olmak iizere dagilimin oyf ve kdf” si sirasiyla;

f(x; B;¢) = cfexc~Le~(BO° (12)
F(x) =1—e B0° (13)

bicimindedir. Burada, x,f£,c > 0’ dir. Weibull dagilimina ait yasam fonksiyonu ve

bozulma oran1 fonksiyonu;

S(x) = e BO°
h(x) = c¢fx¢1

dir. Weibull dagilimina ait bozulma orani grafigi ve oyf grafigi sirasiyla Sekil 2. ve

Sekil 3. te verilir.

AhRlx)

1
M €=05

Sekil 2. Farkli ¢ ve f=0.5 parametreli Weibull dagilimina ait bozulma orani grafigi

» X

u}
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25

20

15

10

0.5

]
=1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Sekil 3. Weibull dagilimina ait olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi(URL-4).

1.4.3. Gamma Dagilim
X stirekli rasgele degiskeni Gamma dagilimina sahip olmak iizere oyf” si;
fx) =T Y (RMxb1e > | x>01>0>0

seklindedir. Ayrica Gamma dagilimma ait yasam fonksiyonu, beklenen deger ve

varyans sirasiyla;

S(x) = F‘l(ﬁ)foo)tﬁxﬁ‘le‘lxdx

E(X) = A8
Var(x) = A28

seklindedir.

12



e = T

0.5

- Y
T
WONRN =
[ VN
T
N—=OOO
cobbin

04

0 0 ; ; % é 10 12 £4 16 ;8 20
Sekil 5. Baz1 degerler i¢in gamma dagilimina ait oyf grafigi (URL-5).

Sekil 5.’te kolayca goriilecegi gibi; Gamma dagilimi, § = 1’ de sabit bozulma oranina
sahiptir ¢linkii f = 1 i¢in gamma dagilim1 {istel dagilima doniisiir. Ayrica f < 1 igin

azalan, § > 1 i¢in artan bozulma oranina sahiptir (Korkmaz, 2010).

1.4.4. Ustel Dagihm(E)

Gamma ve Weibull dagiliminin 6zel bir hali olan {istel dagilima ait oyf ve kdf

sirastyla;

flx) = le M x,8>0
F(x)=1—2e™™

13



seklindedir. Ilk iki moment, varyans, yasam fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonu

sirasiyla;

1 2
EX)=- E(Xz)zﬁ

K
2 2 1 1

Var(X) = E@?) - (EX) =z-5=%

S(x) = re ™™

h(x) =2

seklindedir. Sabit bozulma oranina sahip olan iistel dagilima ait bozulma orani grafigi

ve oyf grafigi sirasiyla Sekil 6. ve Sekil 7.’de verilir.

S J;T[J.’J

[} »

Sekil 6. Ustel dagilima ait bozulma oram1 grafigi

1.5
1.4
1.3 |
1.2
1.1 |

1 -
0.9 F
08 |
0.7
0.6 |
0.5
0.4
03 |
02
0.1 |

0

2>
[N
==0 1
wow

0 1 2 3 4 5

Sekil 7. Ustel dagilima ait oyf grafigi (URL-6)
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1.4.5. Ters Gaussian Dagilim

Ters Gaussian dagilimina ait oyf ve kdf sirasiyla;

b _b(x—a)2

2mx3 e et
G(x) = (p(\/%(g— 1)) +e%<p <_\/§(§+ 1))

seklinde verilir. Burada, x > 0,a = E(X) > 0,b =

gx) =

a3

standart normal dagilimdir(Rinne, 2014). Ters gaussian dagilimina ait oyf ve bozulma

Var(X)

orani fonksiyonu grafikleri Sekil 8. ve Sekil 9.’da sirasiyla verilir.

> 0ve @(.), (11)’ de verilen

R
ool &

W=

OlIein
g: AR

NEWNE
B
10000

Sekil 9. Ters gaussian dagilimina ait bozulma orani fonksiyonu grafigi
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1.4.6. Gumbel Dagilim

Gumbel dagilimina ait oyf ve kdf sirasiyla;

1 (_
g(x)=;e g

G(x) = e‘e(_%)

seklindedir. Burada —oo < x < o ve g > 0’dir. Bu dagilima ait ortalama ve varyans

20.2

6

T

strastyla p — yo ve , ¥ Euler sabitidir.

1.4.7. Kumaraswamy dagilimi(Kw)

Kumaraswamy (1980) (Kw)’de sunmus oldugu dagilim, giivenilirlik ve siire testi
deneylerinde ve hidroloji alaninda genis bir kullanim alant bulmustur. (0,1) araliginda

parametreleri a, b > 0 olarak tanimlanan Kw dagilimina ait kdf ve oyf sirasiyla;

Flx;a,f) =1—(1—x%)B (14)
fGa,B) = apx® (1 —x®)F? (15)

seklindedir. Burada 0 < x < 1’ dir. Bu dagilima ait ters fonksiyon;

1

00 = F () = |1- (- )|
seklinde verilir. Burada 0 < y < 1’ dir. Parametrelerin durumlarina gore;

a>1,0>1=tektepeli;a < 1,0 < 1= tek tepeli degildir;
a>1,f<1=artan;a <1, > 1= azalan

a =1, =1 = siirekli

durumlarinda olur(Jones, 2009).

Baz1 degerler i¢in Kumaraswamy yogunluklarina ait grafik Sekil 10.” da verilir.
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a=‘o.5‘.g‘=0.5 ;
a=5.0.=1.0 1
2.5 @=1.0.8=3.0 — i
a=30,6=2.0 ,
a=20.0=50 — 3
5 ]
1.5 L e |
/’/ .
N
” \
'//' \\
1+ > N e
/,/
r //’ \\ 4
S %
= >3

rd |
/ 1
- /S -
/ — ]

() ol A . = 1 "' A L - - L U} A A 1 L 8 2 L iEae

Sekil 10. Baz1 Kumaraswamy yogunluklari. (URL-8)
1.4.8. Ustel Dagihmin Genellestirilmis Bir Durumu
Ustel dagilmin genellestirilmesiyle bircok yeni dagilim modeli bulunmus ve

incelenmigstir. Bunlardan biri olan Nadarajah ve Haghighi(2011) tarafindan 6nerilen ve

asagida kdf” si ve oyf” si verilen genel bir iistel dagilimdir. Bu dagilima ait kdf ve oyf

sirasiyla;
Fyu(ca, B) = 1 — el-(+F0% (16)
fuu (G a,B) = af(1+ ,Bx)a_lel_(l+ﬁx)a (17)

seklinde tanimlanmistir. Burada «,f,x >0’ dir. Bu dagilm i¢cin NH gdsterimi
kullanilacaktir. @ = 1 i¢in bu dagilim iistel dagilima indirgenir. NH dagilimina ait

quantil fonksiyon, yasam fonksiyonu, bozulma orani fonksiyonu ve medyani sirasiyla;

1 1
0w = [ ~log(1—pz] . 0<p<1
Swu(x; @, B) = S(x) = e~ (A" (18)
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hwu (6 a, B) = h(x) = ap(1 + px)** (19)

seklinde verilir. Yap1 olarak iistel dagilima benzeyen bu dagilima ait oyf grafigi Sekil

11.’de verilir. @ = 1 i¢in bu dagilim {iistel dagilima indirgenir.

|

H

=

Zq_|

£ —— =05

= - =1

s | e ] e o=2

£

zw_|

ED

o

=
T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Sekil 11. B=1 ve 0=0.5,1,2 degerleri icin NH olasilik yogunluk fonksiyonu

Bozulma orani fonksiyonu grafigi ise Sekil 12.’de verilir.

o -

© —

2

3

5

£ = —

] J— =0.5

S Pept

g a=2

H

2

o —

< T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Sekil 12. B=1 ve 0=0.5,1,2 degerleri icin NH Bozulma oran1 fonksiyonu

Sekil.12” den artan, azalan ve sabit bozulma orani fonksiyonu goriilmektedir. Bu 6zellik

ise bozulma oran1 fonksiyonu sabit olan iistel dagilima gore bir avantajdir.
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1.4.9. Ustellestirilmis NH Dagilin

Lemonte (2013) tarafindan NH dagilimimin genellestirilmis bir hali olan

Ustellestirilmis NH(ENH) dagilimi sunulmustur. ENH dagilimina ait kdf ve oyf sirasiyla;

Fenu(a,a,) = F(x) =1 - el‘(”ﬁ")a]a (20)

fenu(xa,a,B) = f(x) = aaff(1 + ﬁx)a—lel—(1+ﬁx)“[1 _ el_(1+ﬂx)a]a—1 21

seklinde verilir. Burada x, a, &, § > 0’dir. Bu dagilima = 1 i¢in NH dagilimina doniistir.
NH dagilimina bir bi¢cim parametresi eklenerek elde edilen bu dagilim, NH ve iistel
dagilimdan daha esnektir. Oyf® nin bi¢cim ydniinden incelenmesi Lemonte(2013)

tarafindan asagidaki sekilde verilir.

dloglf ()] _ (a=DB—aB(1+p0)*  aBla—1)(1+px)* tel~C+A0"
de 1+ fx * 1 — el-(+B0)"

ENH olasilik yogunluk fonksiyonu a < 1 ve a < 1 i¢in log-konveks, @« > 1vea > 1

icin log-konkav olur.

0, a<l1
lim f(x) =10, a>1
x=0 ap, a=1

dn fG) =0

olur.

ENH dagilimina ait bozulma oran1 fonksiyonu ise;

(1 + ﬁx)a—lel—(1+ﬁx)“[1 _ el—(1+ﬁx)"‘]a_1

henu(x) = afa 1—[1— el-(+p0)7]a x>0

(22)
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seklinde verilir. Herhangi bir § > 0 i¢in; @ > 0,a > Ooldugunda ENH artan bir bozulma
oranma sahip, @ < 0,a < 0 oldugunda ENH azalan bir bozulma oranina sahip ve

a = a = 1 oldugunda ise sabit bir bozulma oranina sahip olur.

dloglh()] _ (@ = 1D —af(1+p0%  afla— {1 +pr)* el (160"

+
dx 1+ fx 1 — el-(1+Bx)*

(23)

aBa(l + Bx)a—1e1—(1+ﬁx)“[1 _ el—(1+ﬁx)“]a_1
+ 1-— [1 _ el—(1+ﬁx)“]a

Bozulma orani fonksiyonu bir mod yada anti-mod’ a sahip olabilir. Sekil 13.te bu
dagilima ait oyf grafigi verilir.

Dagilima ait quantil fonksiyonu, medyan1 ve yasam fonksiyonu sirasiyla;

1

Qx)=p"1 [1 - log(l - xi)]a -1z, x € (0,1) o

Senu (G, fa) =1—[1— el—(1+ﬁx)“]a

seklinde verilir.

1.0 — oa=05 a=05
a=08 a=15
=15 a=05

| a=1.5 a=1.5

0.8 o= 1_5, = 5,{]

s a=15 a=15
2
20,6
2
0.4
=
0.2 —
0.0 —

Sekil 13. Baz1 degerleri icin ENH olasilik yogunluk fonksiyonu
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1.5. Dagilimlarin Genel Bir Ailesi: Kumaraswamy-G Dagilim Ailesi

Bu alt baslikta Onerecegimiz yeni dagilimin temelini olusturan ve iki bi¢im
parametresi ile dagilimlar1 esneklik yoniinden zenginlestiren Kw-G dagilim ailesi
(Cordeiro ve Castro, 2011) tanitilmaktadir. Ailenin o6zellikleri ispatsiz sekilde

verilecektir. Kw-G dagilim ailesine ait kdf ve oyf sirasiyla;

Gooy)=[1-1-GXD"] ab>0 (25)
gCxy) = abg(x)G()* (1 - ()" a,b > 0 (26)

seklinde sunulmustur. Burada x € R,a,b > 0, G(x) kok dagilimin kdf’si, g(x), kok
dagilimin oyf ve y kok dagilimdan gelen parametre vektoridiir. G (x)dagilimi, elde
edilen Kw-G dagilimmin (0,1) aralifinda a = b = 1 i¢in kok dagilimim verir. Kw-G
dagilim ailesinden elde edilen dagilimlar G(x) dagilimdan daha esnek yapiya sahip
olurlar(Cordeiro ve Castro, 2011). Literatiirde bircok Kw-G dagilimi sunularak
incelenmistir. Bunlar giris kisminda verilir. Kw-G dagilim ailesinin bazi 6zellikleri
Cordeiro ve Castro (2011)’ den alinarak asagidaki gibi verilir. Buna gore dagilim

ailesinin r. merkezi momenti;

oo

E(X") = f abx”g(x)G(x)* {1 - G(x)*}"ldx, r=0,1,2 (27)

—00

esitligi ile verilir.
X1, Xy ... X, Kw-G dagilim ailesinden aliman n birimlik 6rneklem olsun. Buna gore

orneklemin olabilirlik fonksiyonu, £ = £(6) model parametresi i¢in (26)’ dan ;

£(0) = nllog(@) + log®) + ), oglgi )} + (@ =1 ) logl6Cxsr))

+(b — 1) XiL, log{l — G (x;; )%}

seklindedir. Burada; 6 = (a,b,y) parametre vektoridiir. Parametrelere gore kismi

tiirevler alirsak;
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0¢(6) _n + z log{G(x“y)}{ (b - 1)G(xi;y)a} _o 29)

da 1-G(x;p)e
9006) n X e
T—E+;10g{1—6(xi,y) 1=0 (30)

000) N[ 1 9gGsy) | 1 0G(Gxsv) ab-1) ] _
B Z [g(xl,y) {1 - }] =0 D

ay; G(x;y) 0y Glxy)™*—1

normal denklemleri elde edilir. Burada; j =1,...,p° dir. Bu denklemlerin analitik
¢oziimleri kolay elde edilemeyebilir. Bu nedenle Newton - Raphson gibi niimerik
dagilimlar veya bilgisayar paket programlardaki niimerik yaklasimli c¢oziimler
kullanilmalidar.

Kw-G dagilim ailesi i¢in i’inci mertebeden sira istatistikleri;

f(x)
B(i,n—i+1)

(GG - {1 - G()HPI(L - Go)epnmivn-1

F)'™H1 = FI"!

flTl( ) =

B(Ln L+1)g

Burada B(.,.) esitlik (2)’ de verilen beta fonksiyonu ve i = 1,2,...,n° dir. Ayrica

yazarlar tarafindan i. sira istatistiginin oyf’si;

fin(x) = BG,n (x3+ 1)2( 1)1( >F(x)i+j—1

seklinde verilir.

Yazarlar tarafindan bu calismada onerilen bazi1 Kw-G dagilimlar1 agsagida verilir.
1.5.1. Kw-Normal Dagilim (KwN)

KwN dagiliminin oyf ve kdf” si sirasiyla;
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r@=go( ) e (7)) {1-e55)

r=1-[-(o(58)

seklindedir. Burada; x € R, u € R konum parametreleri, ¢ > 0 0l¢ii parametresi,

a,b > 0 sekil parametreleri ve @(.), @(.)sirasiyla (10) ve (11)’ de verilen standart

normal dagilima ait oyf ve kdf’yi ifade eder.
1.5.2. Kw-Weibull Dagilim (KwW)

Weibull dagilimina ait esitlik (13)’te verilen kdf” yi, Kw-G dagilim ailesinde G (x)
yani kok dagilim kabul ederek uygulandiginda elde edilen yeni dagilimin yani Kw-
Weibull (KwW) dagiliminin kdf ve oyf” si sirasiyla;

FOo=1-(1-[1- e—(ﬁX)C]a)b

f @) = abepxete B 1 — e 1 — [1 - e—(ﬁxf]a}b_l

seklinde elde edilir. Burada; x,a,b,,c > 0 ayrica ¢ =1 i¢in Kw-iistel dagilima

doniistir.
1.5.3. Kw- Gamma Dagilim (KwGa)
KwGa(a, a, 8, b) dagilimina ait oyf;

abﬂaxa—le—ﬁx
['(a)ab

fQx) = L (@ YT (@)® = T(@)®) %, a,b,8,¢ > 0

seklindedir. Burada I'(.) Gamma fonksiyonu,

o)

I'a) = f t*le~tdt,a >0
0
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Z

I}(a)==.f t*levtdt,a >0
0

Iy ()
I'(a)

G(y) = Y8 >0

dir. @ = 1 i¢in Kw-iistel dagilim elde edilir.
1.5.4. Kw-Ters Gaussian Dagilim (KwlG)

Stansinopoulos ve Rigby, (2007) parametrizasyonu ile verilen ters Gaussian

dagilimina ait oyf ve kdf sirasiyla;

_ (=pw)?
P P

G(x) = <p( 012x (E — 1)) + eﬁgo (— ale (g + 1))

seklindedir. Burada x,u,0 > 0 ve @(.), (11)’ de verilen standart normal dagilim,

beklenen deger p, varyansi o2u3’ tiir. Kisaca KwlG(a,b,u,c?) olarak gosterilen

Kumaraswamy ters gaussian dagilimi elde edilir.
1.5.5. Kumaraswamy-Gumbel Dagilim (KumGum)
Gumbel dagilimina ait oyf ve kdf sirasiyla;

g(x) = abo " lue (1 — e~ )b-1

G(x)=1—(1—e )P

seklindedir. Burada; G, 5(x) = e™" ve g, 5(x) = o lue™ ,—0 < x,u < 0,0 >0,

x—p

u =-e o olarak tamimlanir.

Sekil 14. ve Sekil 15.” te baz1 Kw-G dagilimlarina ait sirasiyla oyf ve bozulma
orani fonksiyonu grafikleri verilerek bu grafikler lizerindeki esneklik gosterilmektedir.
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Sekil 14. (a) Kw-Normal (a,b,0,1),(b) Kw-Gamma (a,b,1,a), (¢) Kw-Gumbel (a,b,0,1),
(d) Kw-Ters Gaussian (a,b,0,1) degerleri i¢in Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
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Sekil 15. (a) Kw-Normal (a,b,0,1), (b) Kw-Gamma (a,b,1,a), (c) Kw-Gumbel (a,b,0,1),
(d) Kw-Ters Gaussian (a,b,0,1) degerleri i¢in Bozulma Orani Fonksiyonu

Grafikleri
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boéliimde 1.5.°te tanitilan Kw-G dagilim ailesi ile 1.4.8 de verilen NH dagilimi
kullanilarak kisaca KwWNH olarak adlandirilacak olan yeni bir dagilim tamitilarak

Ozellikleri incelenecektir.
2.1. Kumaraswamy -Nadarajah ve Haghighi Dagilim Ailesi

Bu bélim esitlik (16), (17), (25) ve (26) kullanilarak KWNH dagilimina ait kdf ve

oyf sirasiyla;

FG0) = 1-[1- (1 - et-@+p0)?]" (2)

wva1b-1
f(x) = abaf(1+ px)* 1 [1 — (1 — et~ (+A0 )a] X
(33)
x (1- e1—(1+ﬁx)“)a‘1e1—(1+ﬁx)“

seklinde elde edilir. Burada;x > 0,a,b,a,f > 0’ dir.a, b, dagilimin bi¢im, f ise
konum parametresidir. Bu dagilim i¢cin KwNH(a, b, @, f) gosterimi kullanilacaktir. Sekil
16.’da KWNH dagilimmin iistel ve NH dagilimlarindan daha esnek bir yapiya sahip
oldugu goriilebilir.

2.1.1. Dagihmin Ozel Durumlari

1. b=1igin F(x) =(1- el_(“ﬁ")a)a olan ENH dagilimi elde edilir.

2 a=1 i¢in yeni bir F(x)=1-eb0-0+B0% olana KwNH (1,b,a,pB)
parametrelerine sahip yeni iistel dagilim elde edilir.

3.a=1ligin Fx)=1-[1-(1- e‘ﬁx)a]b Kw-Exp dagilimi elde edilir. (Cordeiro
ve Castro, 2011) .

4.a =1veb =1 igin NH iistel dagilimi elde edilir.

5.a =1,b = 1ve a = 1 i¢gin Ustel dagilim elde edilir.

KwNH dagiliminin oyf® sinin sekil yoniinden incelenmesi i¢in logaritmasindan

faydalanilir bunun nedeni ise tiirevleri alinirken kolaylik saglamasidir.
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logf(x) =loga +logh+loga +logf + (a—1)log(1+Bx)+(b—1)

log (1 —(1- el_(“ﬁ")a)a) +(a—1)log(1 — e~ U*FO) + 1 — (1 + Bx)*
=loga+logh +loga+logBf+1—(1+Bx)*+ (a—1)log(1+px)+(b—1)
log (1 —(1- el—(1+ﬁx)“)a) + (a — 1) log(1 — et~ (AT

Birinci tlirevi i¢in;

(@=DB  (a=Dap(l+px)* le'~0+F0"
1+ fx (1 — -+

dlogf(x)

I —af(1+ Bx)* 1+

(b — DaaB(1+ Bx)* (1 - el_(1+3x)“)a_1el—(1+ﬁx)“
- (1 — (1 _ el—(1+[>’x)“)a)

esitligi bulunur. Buradan parametrenin durumlarma gore oyf degisik bi¢imlerde

bulunabilir.
(a — 1B o _ fun(x;a, )
ﬁm—aﬁ(1+ﬁ3€) 1—(b—l)hENH(x,a,,B,a)+(a—1)m

a<1l,a<1,p <0igin; hgyy(x; a, B, a) Lemonte(2013)’ten dolay1 azanlandir.

fnu(ca,p)

a<l,a< 1!3 <0 11, Fyp(xa,B)

Nadarajah ve Haghighi(2011) makalesinden dolay1

azalandir.
Diger durumlar icin olasilik yogunluk fonksiyonu bir moda sahip olabilir. Buna bagl

olarak ikinci tiirev alinirsa;

dz az? (1-el-%)2 (1-(1-e1=2)a)2(1-e%71)2
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olarak elde edilir. Burada z = (1 + Bx)% dir. Buradan;

a<1l,a<1,pB<0icin;

yA

a>1,a>1,B>0icin;

d?log f(z)

d?log f(z)
dz

> 0 oldugundan log-konveks olur,

> 0 oldugundan log-konkav olur.

Bu ¢oziimlemeler yapilirken Lemonte(2013)’ ten yararlanilmistir.

Ayrica Sekil 16.’dan;
. _ (o,
chliréf(xl a,b,a’,ﬁ) - { 0

oldugu goriilebilir.

a<l1
k a>1,b>1

w o — HwNH[0505081)
: == KW-NH[05.122)
: - Kw.NH[D5.22.2)
; - HweNH{055.2.2)
o - ‘.

5 <
o
=
T ! I I l J
o 02 04 - ne e
X
T — KwhNH[22.12)
LA —e-s KweNH(2,2.2,2)
i « KWNH[2,2.4.2)
L s KweMH(2,2.3.2)
wd !
1
]
«d i
E
o
o
-

20

— KweMH{2,21.2)
-eee WweNHEZ,2 2.2
e HNHIZ 2 4.2)
- HweNHIZ 232

Srrmn e raaas
' L e

HEE

el T L
-

no 05 1.0 15 n 25

— KEw-NH50512)
iy -=== Kn-NHIS1,1.2)
Py ] e Kn-NH5.2.1.2)

A B KreNH{55.1.2)

Sekil 16. Farkli degerler i¢in KWNH dagilimina ait olasilik yogunluk fonksiyonlari

28




2.2. Ters Fonksiyon

(32)’de verilen KWNH dagilim fonksiyonunu kullanarak ters fonksiyonu;

1

<1 - log<1 -(1-a- p)%f))a ~1 (34)

5 =Q(x)

seklinde elde edilir. Burada peR sabit ve a, b, a, f,x > 0’ dir. (34)’de yer alan p yerine
(0,1) araligindaki diizgiin dagilimdan gelen bir sayr verilirse KWNH dagilimindan
rasgele bir say1 liretilmis olunur.

2.3. Yasam Fonksiyonu

(5)’ te verilen F (x) yerine KWNH dagilim fonksiyonu yazilirsa
L
S(X) — [1 _ (1 _ el—(1+ﬁx) )a] (35)
olur.

2.4. Bozulma Oram Fonksiyonu

Kw-G dagilim ailesi i¢in (6)’da verilen bozulma orani1 fonksiyonunu KwNH

dagiliminda uygulayalim. O halde KwNH dagilim ailesinin bozulma orani fonksiyonu

abaﬁ(l + ,Bx)“‘l(l _ el—(1+Bx)“)a_1el—(1+Bx)“

1— (1 — el-+p0Na (36)

h(x) =

seklinde olur.

0, a>1
lim,_ o, h(x;a,b,a,B) =4, a<l1
baB, a=1
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a = 1 igin;

baﬁ(l + ’Bx)a—lel—(1+ﬁx)a
o 1-(1+PR)7

h(x) = = baf(1+ px)* 1

lim h(x) = baf
x—0

bozulma orani fonksiyonu sabit olan tek dagilim iistel dagilimdir. a = 1 icin KwNH
(1,b, a, B) dagilimi elde edilir. Bozulma orani sabit oldugu igin dstel dagilimin yine

genellestirilmis bir hali elde edilir.

0, a<l1
lim h(x;a,b,a, ) = {o, a>1
xoe abB, a=1

2.4.1. Bozulma orani fonksiyonunun sekil yoniinden incelenmesi

Bozulma oran1 fonksiyonunu incelerken olasilik yogunluk fonksiyonundaki gibi
logaritmasi alinarak tiirevlerine bakilir. (36)’da verilen KWNH dagilimina ait bozulma

orani fonksiyonunun logaritmasi alinirsa;

abaf(1+ Bx)* (1 - el—(1+ﬁx)“)“_1el—(1+ﬁx)a
1— (1 —el-(1+px)%)a

h(x) =

logh(x) =loga +logh +loga+logf + (a—1)log(1+px)+1—(1+ Bx)*+
+(a—1)log Fyy(x; a, B) — alog Sgnu(x; a, B, a)

dlog h(x) 3 pla—1) r -1 fvu(x; a, B)
d  @+pn T VFmtcap)

fenu (6 a, B, a)

Senu(x; a,p, a)

—af(1+ px)*?
(37)
+
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fenu(; @, B, )

Senu(x; a, B, a)

= hENH(xF a,p, a)

Fyg(x;a,B), Senu(x; @, B,a) ve hgyy(x; a, B,a) sirasiyla (16) ve (24) ve (22)’de
verilir.

a<lvea <1 i¢in; Lemonte (2013)’ten dolayr h(x) azalandir ve parametrelerin
cesitlerine gore artan, azalan, kiivet Egrisi, U biciminde, tek tepeli bozulma orani
grafiklerine sahip olabilirler. Sekil 17.’de KWNH dagilimi i¢in bozulma orani fonksiyonu

grafikleri verilir.

Azalan Bozulma Orani Fonksiyonu Artan Bozulma Oranm1 Fonksiyonu

3.0
1

— KwNH(0.1,0.1,0.1,2) — KwNH(14,0714,16)

25
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Fonksiyonu Orani Fonksiyonu
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06
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X X

Sekil 17. Farkli degerler i¢in KWNH bozulma orani fonksiyonu
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2.5. Moment

KwWNH dagilim ailesinin momentleri hesaplanirken Cordiero ve Castro (2011)’de

Kw-G dagilim ailesinin (27)’ de verilen moment hesabindan yararlanilir.

GO0 = u = x = G~1(ud) (38)
G(X)*=u=>agx)c(x)*tdx =du (39)

dontistimleri yapilarak elde edilen (38) ve (39), (27)’de yerine yazilirsa;
oo e

E(X") =b f [G—l(ua)] (1 —w)Pdu (40)
0

(16)’de verilen NH dagilim fonksiyonu z olsun. O halde ;

G(x) =1—el"(+AOD* = 4

(1 —log(1—2))a—1
=
B

=x= G‘l(ué) (41)

seklinde olur. Bulunan (41)’deki bu esitlik (40)’da yerine yazilirsa;

r

(1-w’'du (42)

oo

E(X")=bh f

0

(1 —log(1 — 2))7 — 1
B

elde edilir. Bazi (@, B, a, b) degerleri i¢in beklenen deger varyans, kovaryans, medyan,

carpiklik ve basiklik degerlerinin hesaplamasi Tablo.1 (EK-1)’de verilmistir.
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Tablo 1. KwNH dagilimmin segilen parametre degerlerine gore beklenen deger(E(X)),
varyans (V), standart hata (CV), medyan, ¢arpiklik ve basiklik degerlerinin

hesaplanmasi
a b a B E(X) \ CV Medyan Carpiklik Basiklik
0,5 | 17,5386 1418,2550 2,1472 4,6735 6,3543 80,8733
05 1 8,7693 354,5638 2,1473 2,3368 6,3543 80,8732
’ 2 4,384642 88,64096 2,147253 1,168377 6,35429 80,87328
5 1,753857 14,18255 2,147253 0,4673509 6,35429 80,87328
0,5 3,014198 13,93495 1,238457 1,653357 2,298232 10,64922
05 | 1 1,507099 3,483738 1,238457 0,8266786 2,298232 10,64922
? 2 0,7535495 0,8709344 1,238457 0,4133393 2,298232 10,64922
5 0,3014198 0,1393495 1,238457 0,1653357 2,298232 10,64922
0,5 | 1,0005473 0,9955289 0,9923307 0,7030935 1,340282 4,798991
) 1 0,5027366 0,2488822 0,9923307 0,3515467 1,340282 4,798991
2 0,2513683 0,06222056 0,9923307 0,1757734 1,340282 4,798991
5 0,1005473 0,009955289 0,9923307 0,07030935 1,340274 4,799763
0,5 4,628356 94,63475 2,101835 1,31625 6,250766 78,14506
05 1 2,314178 23,65869 2,101835 0,6581251 6,250766 78,14506
’ 2 1,157089 5,914672 2,101835 0,3290626 6,250766 78,14506
5 0,4628356 0,9463475 2,101835 0,131625 6,250766 7814506
0,5 1,227411 2,840527 1,373123 0,5753641 2,632446 13,08324
05 1 1 1 0,6137056 0,7101319 1,373123 0,2876821 2,632446 13,08324
’ 2 0,3068528 0,177533 1,373123 0,143841 2,632446 13,08324
5 0,1227411 0,02840527 1,373123 0,05753641 2,632446 13,08338
0,5 0,4782949 0,3128768 1,169475 0,2695216 1,792959 6,769887
5 1 0,2391475 0,0782192 1,169475 0,1347608 1,79296 6,769886
2 0,1195737 0,0195548 1,169475 0,0673804 1,79296 6,769857
5 0,04782949 0,003128768 1,169475 0,02695216 1,79296 6,697953
0,5 1,256711 6,533463 2,033931 0,3748533 6,032318 73,3982
05 1 0,6283556 1,633366 2,033931 0,1874266 6,032318 73,3982
’ 2 0,3141779 0,4083414 2,03393 0,09371332 6,032319 73,39821
5 0,1256711 0,065333462 2,03393 0,03748533 6,032321 73,3982
0,5 0,4548226 0,4872682 1,534765 0,1793822 3,126352 17,62283
5 1 1 0,2274113 0,1218171 1,534766 0,08969108 3,12635 17,62282
2 0,1137057 0,03045431 1,534766 0,04484554 3,126347 17,62277
5 0,04548229 0,0048768 1,534768 0,01793822 3,126373 17,62427
0,5 0,1987178 0,07528558 1,380763 0,08776539 2,413688 10,65686
5 1 0,09935888 0,01882142 1,380764 0,043882142 2,413688 10,65687
2 0,04967949 0,004705372 1,380765 0,02194135 2,413785 10,65872
5 0,0198718 0,000752873 1,380778 0,008776539 2,414025 10,65738
0,5 24 1855,979 1,795045 9,388802 5,570632 -14,37176
05 1 12 463,9948 1,795045 4,694401 5,570632 -14,37176
’ 2 6 115,9987 1,795045 2,3472 5,570632 -14,37176
5 2,4 18,55979 1,795045 0,9388802 5,570632 -14,37176
0,5 4 16 1 2,772589 2 8,999632
05 1 1 2 4 1 1,386294 2 8,999632
’ 2 1 1 1 0,6931472 2 8,999632
5 0,4 0,16 1 0,2772589 2 8,999632
0,5 1,311359 1,34902 0,775761 1,089527 1,088653 4,200385
5 1 0,6556795 0,2587254 0,775761 0,5447635 1,088653 4,20385
2 0,3278397 0,06468135 0,775761 0,2723818 1,88652 4,200388
5 0,1311359 0,010,34902 0,775761 0,1089527 1,088644 4,20972
0,5 8 160 1,581139 3,733495 4,869904 48,95985
05 1 4 40,00001 1,581139 1,866747 4,869904 48,95985
’ 2 2 10 1,581139 0,9333737 4,869904 48,95985
| 5 0,8 1,6 1,581139 0,3733495 4,869904 48,95985
0,5 2 4 1 1,38294 2 9
| | 1 1 1 1 0,6931472 2 9
2 0,5 0,25 1 0,3465736 2 9
5 0,2 0,04 1 0,1386294 1,999984 9,000082
0,5 0,7578722 0,3941412 0,8283807 0,6024198 1,253913 4,772773
5 1 0,3789361 0,09853529 0,8283807 0,3012099 1,253913 4,772773
2 0,189468 0,02463382 0,823807 0,1506049 1,253913 4772758
5 0,07578722 0,0039411412 | 0,8283807 0,06024198 1,253913 4,745648
0,5 3 17 1,374368 1,626521 4,023239 33,91349
05 1 1,5 4,25 1,3744368 0,8132604 4,023239 33,91349
’ 2 0,7500001 1,0625 1,374368 0,4066302 4,023239 33,9135
5 5 0,3 0,17 1,374368 0,1626521 4,023239 33,9135
0,5 1 0,9999999 0,9999998 0,6931472 2 9,000002
1 1 0,5 0,25 0,9999999 0,3465736 1,999999 9
2 0,2500001 0,06250001 0,9999997 0,1732868 1,999999 8,999991
5 0,1 0,01000002 1,000001 0,06931472 2,000006 9,000417
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Parametrelerin yani a, b, &, f’nin durumlarina gére momentlerdeki degisimlere sirayla
bakilacak olunursa;
1. sabita,b,a = 0.5 ve f’nin degisen durumlarma gore § degerleri arttik¢a E (X)
degeri diismektedir.
2. sabita, b, = 0.5 ve sabit ’nin degisen durumlarina gore a degerleri arttikga
E(X) degeri diismektedir.
3. sabita, b, = 0.5 ve a’nin degisen durumlarina gore a degerleri arttikga E (X)
degeri ylikselmektedir.
4. sabita,a,f = 0.5 ve b’nin degisen durumlarina gore b degerleri arttik¢a E (X)
degeri diismektedir.

2.6. En Cok Olabilirlik Parametre Tahminleri

X1, X2,X3, ..., Xy KWNH (a, b, a, B) dagilimindan alinan bir 6rneklem olsun. Bu

durumda 6rnekleme ait olabilirlik fonksiyonu;
n

L(6; %) = nf(xi;e), 0 = (a,b aB)
=1

burada 6 parametre vektorii buna gore 6 parametrelerinin tahmini 8 olmak iizere;

max

U8 =4 e

n
nf(xi; 0), i=123..n
=1

n
A max
£=10gL(8;x) = , EeZlogf(xi;H)
i=1

olur. KWNH olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in olabilirlik fonksiyonu;

n

L(é; x) = 1—[ abaf (1 + Px;)* 1 [1 — (1 — el—(1+ﬁxi)“)a]b_1 (1 _ el_(1+ﬁxi)a)a—1

=1

1~ (1+px)*
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n

n

e[ [y = (1 - ev-omeony ]

i=1

i=

1

n n
1_[(1 _ el—(1+ﬁxi)“)a_1 1_[ p1-(1+x)%
i=1 i

=1

Her tarafin logaritmasi alinirsa;

¢ =nloga +nlogh+nloga +nlogpf + (a — 1)Zlog(1+ﬁxl-)

i=1

n
+(b =1 Y log[1 = (1= er-04520°)’]
i=1

+(a—1) Z?zllog(l - el_(”ﬁxi)a) +n—Y" 1+ Bx)*

Parametrelere gore kismi tiirevler alinarak,

¢

da

_n

(b-1) 1n<1_e1—(1+Bxl.)a)(1_61—(1+Bxi)0!)a

a 1_(1_61—(1+Bxi)a)

a

+ 3, log(1 — et~(+Ax0%) = o

n
o n a
_— __ — (1 — p1-(1+Bxp” —
ab—b+Zlog[1 (1 el—(1+Bx )]—O
i=

=

6

b_

—-n

e1~(+Fx)% In(1 4 ﬁxl)

o0t

B

1— (1 _ el—(1+Bxi)“)a

= *log[l—(1- eI-(T+Bx)%)a]

-Gt Z log(1 + Bx) — (b~ 1) z a(1 + B[ (1 — et )"

_1 Z el =(+Bx)%(1 4 Bx)*In(1 + fx;)

1—el- (1+Bx™*
i=

(14 Bx)*In(1+ Bx;) =0

=%+((l 1)21 1

(1+BX)

— (b

)Y, a(1- e1—(1+Bxi)“)a‘1e1—(1+ﬁxi)“

35

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)



seklinde normal denklemler elde edilir. Bu normal denklemlerin analitik ¢oziimleri
oldukca zordur. Bu nedenle Newton-Raphson, L-BFGS gibi nilimerik yontemler
kullanilmaktadir. Ayrica (43), (44), (45), (46), (47)’den elde edilen sonuglar Kw-G
dagilim ailesinde verilen (28), (29), (30), (31)’de verilen denklemlerle uyum sagladigi

goriilmektedir.
2.7. Sira istatistikleri

KwNH dagilimina ait sira istatistikleri (14) ve (15) yerine konularak elde edilir.

KwWNH dagilimina ait birinci sira istatistiginin oyf’si

n-1

fr,(x)=n [(1 - (1 — el_(1+ﬁx)a)a)b] abaB (1 + fx)% 1

[1 —(1- el—(1+ﬁx)“)“]b_1 (1- e1—(1+ﬁx)“)“‘1e1—(1+ﬁx)“
n. sira istatistiginin oyf’si

fx,(x) =n [1 — [1 -(1- el—(1+[>’x)a)a]b]n—1 wbab(1 4yt

[1-(1- el—(1+ﬁx)“)a]b_1 (1— el-+B0%) T g1-(1ep2)"

seklinde elde edilir.
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3. BULGULAR

Bu boliimde KwNH dagilimindan iiretilmis rasgele sayilar i¢in bir simiilasyon

calismas1 ve gercek veriye dayali bir veri analizi verilir.

3.1. Simiilasyon

Bu kisimda parametre tahmini i¢in elde edilen en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerin
etkinligini incelemek igin, bir simiilasyon c¢alismasi yapilmistir. Biitiin hesaplamalar R
paket programi kullanilarak elde edilmistir. KWNH dagilimimin farkli parametre
degerleri icin 20, 30, 50, 100 ve 1000 birimlik 1000’er Orneklem iiretilmistir.
Tahminler, R deki optim komutu ile L-BFGS-B metodu kullanilarak elde edilmistir.

Tablo 2., Tablo 3. ve Tablo 4.’te tahminlere iliskin ortalama ve standart hatalar verilir.
Tablo 2., Tablo 3. ve Tablo 4.’ten, tahminlerin olduk¢a duragan ve gercek
degerlerine yakin oldugu gozlemlenmektedir. Ayrica, drneklem birim sayis1 arttikca

gercek degerle tahmin edilen degerler farkinin diistigi goriilmektedir.

Tablo 2. Baz1 a,b,a,f degerleri i¢in ortalama ve standart sapma degerleri

n Parametreler Ortalama Standart Sapma

a=>5 5,025254 0,2077548

b=5 4,978118 0,4137665

1000 a=5 4,995499 0,2320956
B=2 2,019143 2,019143

a=5 5,12727 0,5990779

100 b=5 4,998649 0,5218627
a=5 5,020211 0,2776294

B =2 2,027852 0,239916

a=5 5,228922 0,8730515

50 b=5 4,969218 0,6714138
a=5 5,01202 0,3738035

B =2 2,064318 0,3255024

a=>5 5,443657 1,279982

30 b=5 5,046749 0,8252866
a=5 5,081534 0,4366305

B=2 2,058061 0,3640558

a=5 5,657515 1,649743

20 b=5 5,03643 1,00179
a=5 5,112169 0,5021364

B =2 2,103691 0,4988495
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Tablo 3. Bazi a,b,0, degerleri igin ortalama ve standart sapma degerleri

n Parametreler Ortalama Standart Sapma
a=2 1,993852 0,09118408
b=1 0,973005 0,09483304
1000 a=3 3,07605 0,2445371
=05 0,4968913 0,04120947
a=2 2,090644 0,3270164
100 b=1 0,9671711 0,1831101
a=3 2,918385 0,4735226
=05 0,5827309 0,2280155
a=2 2,165051 0,5118955
50 b=1 0,8913762 0,3275626
a=3 2,939531 0,70419
g =05 0,6939125 0,3908405
a=2 2,231725 0,6656209
30 b=1 0,9175032 0,3380207
a=3 2,976462 0,7001637
=05 0,6938219 0,4469113
a=2 2,412933 0,8938499
20 b=1 0,9001724 0,4095498
a=3 3,001373 0,7487702
=05 0,7513851 0,7513851

Tablo 4. Bazi a,b,0,p degerleri igin ortalama ve standart sapma degerleri

n Parametreler Ortalama Standart Sapma
a=0,5 0,500523 0,03209001
b=0,5 0,4995887 0,05382121
1000 a=0,5 0,5011924 0,02787155
B =05 0,5092969 0,07086163
a=0,5 0,5148577 0,1146945
100 b=0,5 0,5472787 0,1821351
a=0,5 0,5216685 0,1110764
B =05 0,5094583 0,2272121
a=0,5 0,5454942 0,1757795
50 b=0,5 0,56809 0,2240738
a=05 0,5383901 0,1668675
B =05 0,543519 0,2928027
a=0,5 0,5770894 0,2523672
30 b=0,5 0,6261408 0,3123089
a=0,5 0,5749247 0,244689
B =05 0,5736671 0,4206751
a=0,5 0,6263355 0,3358213
20 b=0,5 0,6690882 0,387889
a=0,5 0,6235436 0,3247782
B =05 0,6210376 0,5098903
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3.2.  Su Tasma Verisi

Bu kisimda, ger¢ek bir veri kiimesi KWNH dagilimi ile analiz edilmistir.
Parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri R paket programindaki optim komutu ile L-
BFGS-B metodu kullanilarak elde edilmistir. Veri kiimesi i¢in, iistel ve NHGE
dagilimlar1 log-olabilirlik ve K-S degerleri baz alinarak karsilastirilmistir. Veri seti
Kanada’da bulunan Wheaton nehrindeki 1958-1984 yillar1 arasinda kaydedilen 72 su
taskinmni (sel) saniyede m’ cinsinden ifade etmektedir. Veri setinin; ortalamasi 12.2,
varyansi 151.221 ve carpiklik katsayis1 1.472 degerlerine sahiptir. Dolayisiyla veri saga
carpik bir yapiya sahiptir. Bu veri ayn1 zamanda, Choulakian ve Stephens (2001),
Akinsete ve ark., (2008), Mahmoudi, (2011) ve Bourguignon ve ark., (2013) tarafindan
da analiz edilmistir. Veriler X={1.7,2.2, 14.4, 1.1, 0.4, 20.6, 5.3, 0.7, 1.9, 13.0, 12.0, 9.3,
1.4, 18.7, 8.5, 25.5, 11.6, 14.1,22.1, 1.1, 2.5, 14.4, 1.7, 37.6, 0.6, 2.2, 39.0, 0.3, 15.0,
11.0, 7.3, 229, 1.7, 0.1, 1.1, 0.6, 9.0, 1.7, 7.0, 20.1, 0.4, 2.8, 14.1, 9.9, 10.4,10.7, 30.0,
3.6, 5.6, 30.8, 13.3, 4.2, 25.5, 3.4, 11.9, 21.5, 27.6, 36.4, 2.7, 64.0, 1.5, 2.5, 27.4, 1.0,
27.1, 20.2, 16.8, 5.3, 9.7, 27.5,2.5, 27.0} dir. Dagilimlar i¢in elde tahmin sonuglar1 ve
tahminlerin standart hatas1 (sd) Tablo 5.’ te verilir. Tablo 5.’ te tahmin edilen modeller
arasinda en iyi modeli belirlemek icin iki kriter verilir. En iyi model, en biiylik log-
olabilirlik ve en kiiciik Kolmogorov-Smirnov (K-S) degerine (en biiyiikk p-degeri ile)
sahip olan modeldir. Tablo-5 incelendiginde bu kriterlere gére en iyi model KwNH
modelidir ve diger dagilim modellerine gore veriye daha iyi uyum saglamistir. Sekil
18.> de KwNH dagiliminin tahminlerine iliskin elde edilen modelin yogunluk
fonksiyonu (a) ile deneysel dagilima kars1 ¢izilen dagilim fonksiyonu grafigi (b) verilir.

Sekil 18.”de KWNH dagiliminin veriye uyum sagladig: goriiliir.
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Sekil 18. (a) KWNH dagilimima goére modellenen sel taskini veri kiimesi grafigi (b)

Deneysel dagilim ile tahmin edilen KWNH dagilim fonksiyonu grafigi.

Tablo 5. KWNH, NH ve Ustel dagilim modellerinin sel taskimi veri kiimesine iliskin
parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri, log-olabilirlik, K-S degerleri ve

tahminlere iliskin standart hatalar

a b a B K-S
Model )
(sd) (sd) (sd) (sd) (p-degeri)
0,7289 1,0189 1,7258 0,0301 0,1061
KwNH -250,9189
(0,1466)  (1,0743)  (1,4828) (0,0575) (0,3926)
0,8413 0,1094 0,1244
NH -251,9874
(0,2594) (0,0596) (0,2151)
0,0819 0,1423
E -252,1280
(0,0067) (0,1083)

40



4. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tez g¢alismasinda, Cordeiro ve de Castro (2011) tarafindan 6nerilen Kw-G
dagilim ailesinin yeni bir {iyesi olan ve iistel dagilim ile NH dagiliminin genel hali olan
KwNH adiyla yeni bir dagilim Onerilmistir. Bu dagilimin elde edilisi iizerinde
durulmustur. Dagilimin dagilim fonksiyonu, yasam fonksiyonu, bozulma orani
fonksiyonu, r. momentleri, beklenen degerleri, varyansi ve en ¢ok olabilirlik parametre
tahminleri hesaplanmistir. Ayrica KwNH dagilimmin veri modelleme etkisinin
goriilmesi amaciyla bir simiilasyon ¢alismasi ve bir gercek veriye dayali veri analizi

calismasi verilmistir.

41



5. ONERILER

KwWNH dagiliminin, NH ve iistel dagilimlar ile log-olabilirlik ve K-S degerlerine
gore kiyaslanarak, uygulama verisi i¢in en iyi tahmini yaptigi sonucuna varilmaistir.
Boylece KWNH dagilimmin reel bir veriyi modelleyebilecegi gosterilmistir. Kw-G

dagilim ailesi kullanilarak baska dagilimlar bi¢im yoniinden zenginlestirilebilir.

42



KAYNAKLAR

Akdeniz, F., 2002. Olasilik ve Istatistik. Baki kitap evi, ISBN 975-96039-7-7, 543s.

Akdi, Y., 2000. Matematiksel Istatistige Giris. Gazi kitabevi, ISBN 9786055543310,
528s.

Akinsete, A. and Lowe, C., 2009. Beta-Rayleigh distribution in reliability measure.
Proc Joint Stat Meet Phys Eng Sci Sect (ASA), 3103-3107.

Akinsete, A., Famoye, F. and Lee, C., 2008. The beta-Parcto distribution. Statistics,
42, 547-563.

Alexander, C., Cordeiro, G.M., Ortega, E.M.M. and Sarabia, J.M., 2012.
Generalized beta-generated distributions. Computational Statistics and Data
Analysis, 56, 1880-1897.

Alshawarbeh, E., 2011. Beta-Cauchy Distribution and Its Application. Ph.D. Thesis,
Department of Mathematics, Central Michigan University, Mount Pleasant,
Michigan, USA. (Basimda).

Amusan, G.E., 2010. The Beta Maxwell Distribution. M.A. Mathematics Thesis,
Department of Mathematics, Marshall University, Huntington, West Virginia,
USA. (Basimda).

Azzalini, A., 1985. A class of distributions which includes the normal ones.
Scandinavian Journal of Statistics, 12, 171-178.

Baharith, L.A., Mousa S.A., Atallah M.A. and Elgayar, S.H., 2014. The beta
generalized inverse Weibull distribution. British Journal Mathematics Computer
Science, 4, 252-270.

Basar, E., 1993. Yasam Tablolar1 Analizinde Kullanilan Bazi Istatisti.lgsel Tekniklerin
Bobrek Nakli Verilerine Uygulanmasi. Doktora Tezi. Hacettepe Universitesi, Fen
Bilimleri Enstitiisii, Ankara, Tiirkiye.

Bourguignion, M., Silva, M.B., Zea, L.M. and Cordeiro, G.M., 2013. The

Kumaraswamy Pareto distribution. Journal of Statistical Theory Applications, 12,
129-144.

Choulakian, V. and Stephens, M.A. (2001). Goodness-of-fit for the generalized Pareto
distribution. Technometrics, 43, 478—484.

Cordeiro G.M., Castellares, F., Montenegro, L.C. and De Castro, M., 2013a. The
beta generalized gamma distribution. Statistics, 47, 888-900.

Cordeiro, G.M. and Castro, M., 2011. A new family of generalized distributions.
Journal of Statistical Computation and Simulation, 7, 883-898

43



Cordeiro, G.M. and Lemonte, A.J., 2014. The McDonald arcsine distribution: A new
model to proportional data. Statistics, 48, 182-199.

Cordeiro, G.M., and Lemonte, A.J., 2012. The McDonald inverted beta distribution.
Journal of the Franklin Institute, 347, 1399-1429.

Cordeiro, G.M., Cintra, R.J., Rego, L.C. and Ortega, E.M.M., 2012d. The
McDonald normal distribution. Pakistan Journal of Statististics and Operation
Research, 8, 301-329.

Cordeiro, G.M., Hashimoto, E.H., Ortega, E.M.M. and Pascoa, M.A.R., 2012e. The
McDonald extended distribution: Properties and applications. AStA Advances in
Statistical Analysis, 96, 409-433.

Cordeiro, G.M., Lemonte, A.J. and Ortega, E.M.M., 2013b. An extended fatigue life
distribution. Statistics, 47, 626-653.

Cordeiro, G.M., Nadarajah, S. and Ortega, E.M.M., 2012a. The Kumaraswamy
Gumbel distribution. Statistics Methods and Applications, 21, 139-168.

Cordeiro, G.M., Ortega, E.M.M. and Nadarajah, S., 2010. The Kumaraswamy
Weibull distribution with application to failure data Journal of the Franklin
Institute., 349, 1174-1197.

Cordeiro, G.M., Ortega, E.M.M. and Silva, G.O., 2014b. The Kumaraswamy

modified Weibull distribution: Theory and applications. Journal of Statistical
Computation and Simulation, 84, 1387-1411.

Cordeiro, G.M., Ortega, E.M.M., Hamedani, G.G. and Gracia, D.A., The
McDonald Burr XII model: Properties and applications. (Basimda).

Cordeiro, G.M., Pescim, R.R. and Ortega, E.M.M., 2012b. The Kumaraswamy
generalized half-normal distribution for skewed positive data. Journal of Data
Science, 10, 195-224.

Cordeiro, G.M., Saboor, A., Khan, M.N., Ozel, G. and De Pascoa, M.A.R., 2015c.
The Kumaraswamy Exponential-Weibull Distribution: Theory and Applications.
Hacettepe University Bulletin of Natural Sciences and Engineering Series B:
Mathematics and Statistics (Basimda).

Cordeiro, G.M.,, Silva, G.O. and Ortega, E.M.M., 2012c. The beta extended Weibull
distribution. Journal of Probability and Statistical Science 10,15-40.

Cordeiro, G.M., Silva, G.O., Pescim, R.R. and Ortega, E.M.M., 2014a. General
properties for the beta extended half-normal distribution. Journal of Statistical
Computation and Simulation, 84, 881-901.

Correa, M.A., Nogueira, D.A. and Ferreira, E.B., 2012. Kumaraswamy normal and
Azzalini's skew normal modeling asymmetry. Sigmae 1, 65-83.

44


http://www.researchgate.net/journal/1303-5010_Hacettepe_University_Bulletin_of_Natural_Sciences_and_Engineering_Series_B_Mathematics_and_Statistics
http://www.researchgate.net/journal/1303-5010_Hacettepe_University_Bulletin_of_Natural_Sciences_and_Engineering_Series_B_Mathematics_and_Statistics

De Pascoa, M.A.R., Ortega, E.M.M. And Cordeiro, G.M., 2011. The Kumaraswamy
generalized gamma distribution with application in survival analysis. Statistical
Methodology, 8, 411-433.

De Santana, T.V.F., Ortega, E.M.M., Cordeiro, G.M. and Silva, G.O., 2012. The
Kumaraswamylog-logistic distribution. Journal of Statistical Theory Applications,
11, 265-291.

Elbatal, I., 2013a. Kumaraswamy linear exponential distribution. Pioneer Journal of
Statistical Theory Applications 5, 59-73.

Elbatal, I., 2013b. Kumaraswamy generalized linear failure rate distribution. Indian
Journal of Computational and Applied Mathematics, 1, 61-78.

Elbatal, 1., 2013c. Kumaraswamy exponentiated Pareto distribution. Economic Quality
Control, 28, 1-8.

Eljabri, S.S., 2013. New Statistical Models for Extreme Values. Ph.D. Thesis, Faculty
of Engineering and Physical Sciences, University of Manchester, UK. (Basimda).

El-Sherpieny, Esa. and Ahmed, M.A., 2011. On the Kumaraswamy-Gumbel
distribution. Paper presented at 46th Annual Conference Statistics Computer
Sciences Operation Research, ISSR-Cairo University, Egypt, 26-29.

Eugene, N., Lee, C. and Fayome, F., 2002. Beta-normal distribution and its
applications. Communications in Statistics-Theory and Methods, 31,4, 497-512.

Gomes, A.E., Da Silva, C.Q. and Cordeiro, G.M., 2015. Two extended Burr models:
Theory and practice. Communications in Statistics-Theory and Methods, 44,8,
1706-4734.

Gomes, A.E., Da Silva, C.Q., Cordeiro, G.M. and Ortega, E.M.M., 2014. A new
lifetime model: The Kumaraswamy generalized Rayleigh distribution. Journal of
Statistical Computation and Simulation, 84, 290-309.

Gupta, A.K., and Nadarajah, S., 2006. Beta-Bessel distribution. International Journal
Mathematics Science, 1-14. DOI 10.1155/1IJIMMS/2006/16156

Jones, M.C., 2009. Kumaraswamy’s distribution: Abeta-type distribution with some
tractability advantages. Statistical Methodology, 6, 70-81

Kazemi M.R., Haghbin, H. and Behboodian, J., 2011. Another generalization of the
skew normal distribution. World Applied Science Journal, 12, 1034-1039.

Kong, L., 2004. A Study of the Properties, Estimations and Applications for the Beta-

Gamma Distribution. Ph.D. Thesis, Central Michigan University, Mount Pleasant,
Michigan, USA. (Basimda).

45



Kormaz, C.M., 2010. Azalan Bozulma oranina Sahip Ug¢ Parametreli Yeni Bir Yasam
Zaman Dagilimi. Yiiksek Lisans Tezi. Selcuk Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Konya, Tiirkiye, 52, 5.

Korkmaz, C.M. and GENC, I.A., 2015. A New Generalized Two- Sided Class of
Distributions with an Emphasis on Two- Sided Generalized Normal Distribution.

Communications  in  Statistics-Simulation = and  Computation.  DOI:
10.1080/03610918.2015.1005233

Kozubowski, T.J. and Nadarajah, S., 2008. The beta-Laplace distribution. Journal of
Computational Analysis and Applications, 10, 305-318.

Kumaraswamy, P., 1980. A generalized probability density function for double-
bounded random processes. Journal of Hydrology, 46, 79-88.

Le Monte, AJ., 2013. A new exponential-type distribution with constant, decreasing,
increasing, upside-down bathtub and bathtub-shaped failure rate function.
Computational Statistics and Data Analysis, 62, 149-170.

Lemonte, A.J. and Cordeiro, G.M., 2013. An extended Lomax distribution. Statistics,
47, 800-816.

Lemonte, A.J., 2014. The beta log-logistic distribution. Brazilian Journal of Probability
Statistics., 28, 313-332.

Mahmoudi, E., 2011. The beta generalized Pareto distribution with application to
lifetime data. Mathematics and Computers in Simulation, 81,11, 2414-2430.

Mameli, V. and Musio, M., 2013. A generalizations of the skew-normal distribution:

The beta skew-normal. Communications in Statistics Theory and Methods, 42,
2229-2244.

Mameli, V., 2012. Two Generalizations of the Skew-Normal Distribution and Two
Variantsv of McCarthy's Theorem. Ph.D. Thesis, Universita Degli Studi de
Cagliari, Italy. (basimda).

Marciano, F.W.P,, Nascimento, A.D.C., Santos-Neto, M. and Cordeiro, G.M., 2012.
The Mc-I' distribution and its properties: An application in reliability data.
International Journal of Probability ans Statistics, 1, 53-71.

Maynard, J., 2003. A Class of Beta-Exponential Distributions: Properties, Estimation
and Applications. Ph.D. Thesis, Central Michigan University, Mount Pleasant,
Michigan, USA. (Basimda).

Muthulakshmi, S. and Selvi, B.G.G., 2013. Double sampling plan for truncated life

test based on Kumaraswamy-log-logistic distribution. IOSR Journal of
Mathematics 7, 29-37.

46



Nadarajah, S. and Eljabri, S., 2013. The Kumaraswamy generalized Pareto
distribution. Journal of Data Science, 11, 739-766.

Nadarajah, S. and Gupta, A.K., 2004. The beta Fréchet distribution. Far East Journal
of Theoretical Statistics 14, 15-24.

Nadarajah, S. and Haghighi, F., 2011. An extension of the exponential distribution. A
journal  of  Theoretical and  Applied Statistics, 45,6, 543-558.
DOI:10.1080/02331881003678678

Nadarajah, S. and Kotz, S., 2004. The beta Gumbel distribution. Mathematical
Problems in Engineering 4, 323-332.

Oluyede, B.O. and Rajasooriya, S., 2013. The Mc-Dagum distribution and its
applications. Asian Journal on Applied Mathematics, Article ID ama0085.

Oztiirk, F., Aydogdu, H., Akdi, Y. ve Karabulut, H., 2006. Parametre Tahmini ve
Hipotez Testi Bigaklar Kitabevi, ISBN 9758695177, 274.

Paranaiba P.F., Ortega, E.M.M., Cordeiro, G.M. and Pescim, R.R., 2011. The beta
Burr XII distribution with application to lifetime data. Computational Statistics
and Data Analysis, 55, 1118-1136.

Paranaiba, P.F., Ortega, E.M.M., Cordeiro, G.M. and Pascoa, M.A.R., 2013. The
Kumaraswamy Burr XII distribution: Theory and practice. Journal of Statistical
Computation and Simulation, 83, 2117-2143.

Rajasooriya, S., 2013. Statistical Properties of the Mc-Dagum Distribution and Related
Distributions. M.S. Thesis, Georgia Southern University, Statesboro, Georgia,
USA. (Basimda).

Rinne, H., 2014. The Hazard Rate Theory and Inference (With supplementary
MATLAB-Programs). Talep iizerine baski hari¢ yaymlar i¢in Yaymcilik lisansi,
285.

Saulo, H., Ledo, J. and Bourguignion, M., 2012. The Kumaraswamy Birnbaum-
Sanders distribution. Journal of Statistical Theory and Practice, 6, 754-759.

Shahbaz, M.Q., Shahbaz, S. and Butt, N.S., 2012. The Kumaraswamy inverse-
Weibull distribution. Pakistan Journal of Statistics and Operation Research, 8,

479-489.

Shams, T.M., 2013. The Kumaraswamy-generalized Lomax distribution. Middle-East
Journal of Scientific Research, 17, 641-646.

Shittu, O.1. and Adepoju, K.A., 2013. On the beta-Nakagami distribution. Program in
Applied Mathematics 5, 49-58.

47



Singla, N., Jamn, K. and Sharma, S.K., 2012. The beta generalized Weibull
distribution: Properties and applications. Reliability Engineering and System
Safety, 102, 5-15.

Stasinopoulos, D.M. and Rigby, R.A., 2007. Generalized additive models for location
scale and shape. (GAMLSS) in Royal Journal of Statistical Software, 23, 1-46.

Sun, J., 2011. Statistical Properties of Convoluted Beta-Weibull Distribution. M.A.
Thesis, Marshall University, USA. (Basimda).

Tahir, H.M. and Nadarajah, S., 2015. Parameter induction in continuous univariate
distributions: Well-established G families. Annals of the Brazilian Academy of
sciences, (87)2, 539-568.

URL-1, 2010. http://arxiv.org/abs/1004.0911v1 (06 Agustos 2015).

URL-2, 2013. http://arxiv.org/pdf/1309.2961v1.pdf (08 Agustos 2015).

URL-3, 2015. https://tr.wikipedia.org/wiki/Normal da%C4%9F%C4%B11%C4%B1m
(06 Agustos 2015).

URL-4, 2015. https://en.wikipedia.org/wiki/Weibull _distribution (18 Agustos 2015).

URL-5, 2015. https://tr.wikipedia.org/wiki/Gamma_da%C4%9F%C4%B11%C4%B1m
%C4% B1 (27 Agustos 2015).

URL-6, 2015. https:/tr.wikipedia.org/wiki/%C3%9Cstel da%C4%9F%C4%B11%C4
%B1m (6 Eyliil 2015).

URL-7, 2015. https://en.wikipedia.org/wiki/Inverse Gaussian_distribution (13 Eyliil
2015).

URL-8, 2015. https://en.wikipedia.org/wiki/Kumaraswamy distribution (26 Eyliil
2015).

Yang, T., 2012. Statistical Properties of Kumaraswamy Generalized Inverse Weibull
Distribution. M.Sc. Thesis, Georgia Southern University, USA. (Unpublished).

Zubair M., 2013. Properties and Extensions of Fisk Income Size Distribution. M.Phil.
Thesis, Department of Statistics, The Islamia University of Bahawalpur, Pakistan.
(Basimda).

Zubair, M., 2013. Properties and Extensions of Fisk Income Size Distribution. M.Phil.

Thesis, Department of Statistics, The Islamia University of Bahawalpur, Pakistan.
(Basimda).

48


http://arxiv.org/abs/1004.0911v1
http://arxiv.org/pdf/1309.2961v1.pdf
https://tr.wikipedia.org/wiki/Normal_da%C4%9F%C4%B1l%C4%B1m
https://en.wikipedia.org/wiki/Weibull_distribution
https://tr.wikipedia.org/wiki/Gamma_da%C4%9F%C4%B1l%C4%B1m%20%C4%25%20B1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Gamma_da%C4%9F%C4%B1l%C4%B1m%20%C4%25%20B1
https://tr.wikipedia.org/wiki/%C3%9Cstel_da%C4%9F%C4%B1l%C4%20%B1m
https://tr.wikipedia.org/wiki/%C3%9Cstel_da%C4%9F%C4%B1l%C4%20%B1m
https://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_Gaussian_distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Kumaraswamy_distribution

EK-1. ( Tablo 1.'in tamamu )

EKLER

a b a B E(X) \ CV Medyan Carpiklik Basiklik
0,5 17,5386 1418,2550 2,1472 4,6735 6,3543 80,8733
05 1 8,7693 354,5638 2,1473 2,3368 6,3543 80,8732
’ 2 4,384642 88,64096 2,147253 1,168377 6,35429 80,87328
5 1,753857 14,18255 2,147253 0,4673509 6,35429 80,87328
0,5 | 3,014198 13,93495 1,238457 1,653357 2,298232 10,64922
05 | 1 1,507099 3,483738 1,238457 0,8266786 2,298232 10,64922
? 2 0,7535495 0,8709344 1,238457 0,4133393 2,298232 10,64922
5 0,3014198 0,1393495 1,238457 0,1653357 2,298232 10,64922
0,5 1,0005473 0,9955289 0,9923307 0,7030935 1,340282 4,798991
’ 1 0,5027366 0,2488822 0,9923307 0,3515467 1,340282 4,798991
2 0,2513683 0,06222056 0,9923307 0,1757734 1,340282 4,798991
5 0,1005473 0,009955289 0,9923307 0,07030935 | 1,340274 4,799763
0,5 | 4,628356 94,63475 2,101835 1,31625 6,250766 78,14506
05 1 2314178 23,65869 2,101835 0,6581251 6,250766 78,14506
K 2 1,157089 5914672 2,101835 0,3290626 6,250766 78,14506
5 0,4628356 0,9463475 2,101835 0,131625 6,250766 7814506
0,5 1,227411 2,840527 1,373123 0,5753641 2,632446 13,08324
1 | 1 0,6137056 0,7101319 1,373123 0,2876821 2,632446 13,08324
05 2 0,3068528 0,177533 1,373123 0,143841 2,632446 13,08324
i 5 0,1227411 0,02840527 1,373123 0,05753641 | 2,632446 13,08338
0,5 | 0,4782949 0,3128768 1,169475 0,2695216 1,792959 6,769887
2 1 0,2391475 0,0782192 1,169475 0,1347608 1,79296 6,769886
2 0,1195737 0,0195548 1,169475 0,0673804 1,79296 6,769857
5 0,04782949 0,003128768 1,169475 0,02695216 | 1,79296 6,697953
0,5 1,256711 6,533463 2,033931 0,3748533 6,032318 73,3982
05 1 0,6283556 1,633366 2,033931 0,1874266 6,032318 73,3982
> 2 0,3141779 0,4083414 2,03393 0,09371332 | 6,032319 73,39821
5 0,1256711 0,065333462 2,03393 0,03748533 | 6,032321 73,3982
0,5 | 0,4548226 0,4872682 1,534765 0,1793822 3,126352 17,62283
1 1 0,2274113 0,1218171 1,534766 0,08969108 | 3,12635 17,62282
) 2 0,1137057 0,03045431 1,534766 0,04484554 | 3,126347 17,62277
5 0,04548229 0,0048768 1,534768 0,01793822 | 3,126373 17,62427
0,08776539
0,5 | 0,1987178 0,07528558 1,380763 0,04388214 | 2,413688 10,65686
5 1 0,09935888 0,01882142 1,380764 2 2,413688 10,65687
2 0,04967949 0,004705372 1,380765 0,02194135 | 2,413785 10,65872
5 0,0198718 0,000752873 1,380778 0,00877653 | 2,414025 10,65738
9
0,5 | 24 1855,979 1,795045 9,388802 5,570632 -14,37176
05 1 12 463,9948 1,795045 4,694401 5,570632 -14,37176
K 2 6 115,9987 1,795045 2,3472 5,570632 -14,37176
5 2.4 18,55979 1,795045 0,9388802 5,570632 -14,37176
05 | 4 16 1 2,772589 2 8,999632
05 | 1 2 4 1 1,386294 2 8,999632
i 2 1 1 1 0,6931472 2 8,999632
5 0,4 0,16 1 0,2772589 2 8,999632
0,5 1,311359 1,34902 0,775761 1,089527 1,088653 4,200385
2 1 0,6556795 0,2587254 0,775761 0,5447635 1,088653 4,20385
2 0,3278397 0,06468135 0,775761 0,2723818 1,88652 4,200388
1 5 0,1311359 0,010,34902 0,775761 0,1089527 1,088644 4,20972
05 | 8 160 1,581139 3,733495 4,8369904 48,95985
05 1 4 40,00001 1,581139 1,866747 4,869904 48,95985
K 2 2 10 1,581139 0,9333737 4,8369904 48,95985
5 0,8 1,6 1,581139 0,3733495 4,869904 48,95985
0,5 2 4 1 1,38294 2 9
| | 1 1 1 1 0,6931472 2 9
2 0,5 0,25 1 0,3465736 2 9
5 0,2 0,04 1 0,1386294 1,999984 9,000082
0,5 | 0,7578722 0,3941412 0,8283807 0,6024198 1,253913 4,772773
) 1 0,3789361 0,09853529 0,8283807 0,3012099 1,253913 4,772773
2 0,189468 0,02463382 0,823807 0,1506049 1,253913 4,772758
5 0,07578722 0,0039411412 0,8283807 0,06024198 | 1,253913 4,7456438
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Ek-1. (Tablo 1.'in devami)

05 |3 17 1,374368 1,626521 4,023239 33,91349
05 1 1,5 4,25 1,3744368 0,8132604 4,023239 33,91349

’ 2 0,7500001 1,0625 1,374368 0,4066302 4,023239 33,9135

5 0,3 0,17 1,374368 0,1626521 4,023239 33,9135
0,5 1 0,9999999 0,9999998 0,6931472 2 9,000002

2 1 1 0,5 0,25 0,9999999 0,3465736 1,999999 9

2 0,2500001 0,06250001 0,9999997 0,1732868 1,999999 8,999991
5 0,1 0,01000002 1,000001 0,06931472 | 2,000006 9,000417
0,5 | 04213693 0,136971 0,8783174 0,3208392 1,431719 5,519629
5 1 0,2106847 0,03424274 0,8783168 0,1604196 1,431722 5,519633
2 0,1053424 0,008560708 0,878318 0,08020979 | 1,43176 5,520175

5 0,04213695 0,001369728 0,8783225 0,03208392 | 1,431858 5,521431
0,5 | 32,24927 2376,867 1,511759 16,12147 4,956026 -15,93007
05 1 16,12464 594,2167 1,511759 8,060733 4,956026 -15,93007
’ 2 8,062318 148,5542 1,511759 4,030366 4,956026 -15,93007
5 3,224927 23,76867 1,511759 1,612147 4,956026 -15,93007
0,5 | 5,141594 17,49617 0,8135303 4,02021 1,80479 8,072433
05 1 1 2,570797 4,374043 0,8135303 2,010105 1,80479 8,072433
’ 2 1,285399 1,093511 0,8135303 1,005053 1,80479 8,072433
5 0,5141594 0,1749617 0,8135303 0,402021 1,80479 8,072433
0,5 1,644478 1,000965 0,608389 1,469931 0,9453885 | 3,996977
5 1 0,8222392 0,2502413 0,608389 0,7349654 0,9453885 | 3,996977

2 0,4111196 0,06256033 0,608389 0,3674827 0,9453879 | 3,99698
5 0,1644478 0,01000965 0,608389 0,1469931 0,9453763 | 3,997507
0,5 13,00001 252,9998 1,223535 7,927497 3,948602 33,48036
05 1 6,500003 63,24996 1,223535 3,963749 3,948602 33,48036
’ 2 3,250002 15,81249 1,223535 1,981874 3,948602 33,48036
5 1,300001 2,529998 1,223535 0,7927497 3,948602 33,48036
0,5 | 3,00003 4,99998 0,7453536 2,455894 1,609982 7,080037
5 1 1 1 1,500002 1,249995 0,7453536 1,227947 1,609982 7,080037
2 0,7500008 0,3124987 0,7453536 0,6139736 1,609982 7,080037
5 0,3000003 0,0499998 0,7453536 0,2455894 1,609973 7,080095
0,5 1,094377 0,4248391 0,5955873 0,9852619 0,9294217 | 4,007159
5 1 0,5471884 0,1062098 0,5955873 0,492631 0,9294217 | 4,007148
2 0,2735942 0,02655245 0,5955873 0,2463155 0,9294217 | 4,007148
5 0,1094377 0,004248391 0,5955873 0,09852619 | 0,9294217 | 3,981842
0,5 | 6,13889 37,00385 0,9909087 4,330624 2,932541 19,37873
05 1 3,069445 9,250962 0,9909087 2,165312 2,932541 19,37873
’ 2 1,534722 2,312741 0,9909087 1,082656 2,932541 19,37873
5 0,6138891 0,3700383 0,9909082 0,4330624 2,932544 19,37873
0,5 1,833334 1,583333 0,6863484 1,558265 1,389598 5,986152
5 1 1 0,9166669 0,395833 0,6863482 0,7791324 1,389599 5,986155
2 0,4583335 0,09895824 0,686348 0,3895662 1,389599 5,986153
5 0,1833335 0,01583332 0,6863479 0,1558265 1,389606 5,986173
0,5 | 0,7356397 0,1829428 0,5814233 0,6676824 0,8871576 | 3,908498
5 1 0,3678199 0,0457357 0,5814233 0,3338412 0,8871597 | 3,908492
2 0,18391 0,01143392 0,5814231 0,1669206 0,8871906 | 3,908392
5 0,07356408 0,001829431 0,5814229 0,06676824 | 0,8872673 | 3,909402
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