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OZET

o-SINIRLI YAKLASIK BiRiM ELEMANLI f-CEBIRLERININ BAZI OZELLIKLERI

Fatih ORDU

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Danismani: Do¢. Dr. Rusen YILMAZ

Bu calisgmada Riesz cebirleri ve bu cebirlerin en 6nemli siniflarindan olan f-cebirlerinin temel
ozellikleri arastirilarak herhangi bir o-siirl yaklasik birimlif-cebirlerinin karakterizasyonu i¢in

yeter ve gerek kosullar aragtirilmistir.

Calisma dort boliimden olusmaktadir: Birinci boliimde, temel tanim ve teoremler verilerek Riesz
uzaylarinin temel 6zellikleri ve bu uzaylar tizerinde tanimlanan gesitli dontisiimler, Riesz cebirleri
ve temel 6zellikleri ile baz1 5nemli siniflar tanimlanarak bu smiflar incelenmistir. Ikinci boliimde,
Jamel Jaber in “f-algebras with o-bounded approximate unit” (Jaber, 2014) calismasi esas
alinarak 6zellikle ¢alismamizin temelini teskil eden f-cebir sinifi detayli bir sekilde incelenip bu
cebir smifinin o-smirlt yaklagik birimli olmasi durumunda ne gibi 6zelliklere sahip oldugu
islenmistir. Calismanin {i¢iincii boliimiinde, bu ¢alismadan elde edilen sonuglar verilmistir. Son

boliimde ise g-sinirl yaklagik birim elamana sahip f-cebirleri i¢in 6nerilerde bulunulmustur.

2017, 34 sayfa

Anahtar Kelime: Riesz cebiri, f-cebiri, o-sinirli yaklasik birim.



ABSTRACT

SOME PROPERTIES OF f-ALGEBRAS WITH A o-BOUNDED APPROXIMATE
UNIT ELEMENT

Fatih ORDU

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Rusen YILMAZ

In this work, the main properties of Riesz algebras and f- algebras which are the most important
classes of these algebras are investigated and a necessary and sufficient condition for a
characterization of f- algebras with a a-bounded approximate unit are examined.

The study consists of four parts: In first part, given by the basic definitions and theorems, main
properties of Riesz spaces and various transformations defined on these spaces, Riesz algebras
and the main properties of that and also some important classes are defined and examined. In the
second part, based on Jamel Jaber’s study entitled “f- algebras with a o- bounded approximate
unit” (Jaber, 2014), especially investigating the class of f-algebra, which constitutes the basis of
the our study, in details, the characteristics of this algebra class with a o- bounded approximate
unit are examined. In the third part of the study, the results obtained in this study were given. In
the last part, some proposals were made for f-algebras with a o-bounded approximate unit
element.

2017, 34 pages

Keywords: Riesz algebras, f-algebra, o-bounded approximate unit element.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Riesz uzay1 veya vektor latisi adini, Fragyes Riesz’in 1928 yilindaki “Sur la
decompositon des operations fonctionelles lineaires” (Riesz, 1928) adli eserinden
almistir. Riesz cebirlerinin ilk taniminin genel olarak ne zaman yapildigini kesin olarak
sOyleyebilmek kolay degildir. Birkhoff’'un caligmalari 1950 yilinda, Cambridge’de
diizenlenen Uluslararasi Matematik Kongresini isaret etmektedir. Latis sirali gruplarinin
gelisimi, Riesz uzaymin gelisimine benzerdir. Riesz uzaylari analizcilerin ilgisini

cekerken, latis sirali gruplarinin cebirciler tarafindan arastirildigi goriilmiistiir.

f-cebir teorisi ilerleyen yillarda Liixemburg tarafindan Arkansas ders notlarinda ve
1982’de Pagter’in doktora tez caligmasinda ele alinmistir. f-cebirleri alanindaki bagka bir
calisma, vektor latislerinde Se¢me Aksiyomlarimi kullanmaksizin, Riesz uzaylari
teorisinde birgok temel sonucu ispatlamak ig¢in bir program gelistirilmesini diisiinen
Zaanen tarafindan baslatilmistir. Bu ¢alismalari Huijsmans (Huijsmans, 1991)
giincellestirmistir. Huijsmans’in caligmalarindan sonra ¢ok fazla gelisme oldu ve
(Huijsmans, 1991)’de giindeme gelen baz1 problemler ¢oziildii. Ote yandan (Huijsmans,
1991)’de ideal teori, Riesz homomorfizmasi ve cebir homomorfizmas: arasindaki
baglantilar ve f -cebirlerinin gosterimi gibi konular eksikti. Bu nedenle Boulabiar,
Buskes ve Triki, Huijsmans’in Riesz cebirleri ve f -cebirleri {izerindeki arastirma
calismasi (Huijsmans, 1991)’i giincellestirip genellestirerek 2003’te ortak bir arastirma
calismasini yayinladilar (Buskes, Boulabiar ve Triki, 2003). Ayrica, Riesz uzaylari ve f-
cebirleri ozellikleri lizerine daha fazla bilgi i¢in W. Filter’in aragtirma ¢alismasi (Filter,
1994) ile C. B. Huijmans, F. Beukers ve B. de Pagter’in (Huijsmans, Beukers ve Pagter
1983), C. B. Huijmans ve B. de Pagter’in (Huijsmans ve Pagter, 1982) ve (Huijsmans and
Pagter, 1984) makaleleri okuyucunun basvurabilecegi temel kaynaklardan bazilaridir.

S6z konusu c¢alismada (Aliprantis ve Burkinshow, 1985), (Aliprantis ve
Burkinshow, 2006), (Birkhoff, 1987), (Zaanen, 1983) standart kitaplar1 ve (Huijsmans,
1991), (Huijsmans and Pagter, 1984), (Buskes, Boulabiar and Triki, 2003), (Boulabiar
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and Jaber, 2011), (Jaber, 2014) makaleleri ile (Pagter, 1981) ve (Yilmaz, 2001) Ph.D.

tezleri temel kaynak olarak alinmaktadir.

1.2. Riesz Uzaylan

Tanmm 1.2.1. E bir gercel vektor uzayr ve " <" E lizerinde kismi siralama bagintisi

olsun. Bu durumda

1)Vx,y,z€Eiginx <yikenx+z<y+z

2)Vx,y € E ve Va € R igin x < y iken ax < ay

kosullarini saglayan (E, <) ikilisine siralt vektor uzay: denir (Aliprantis ve Burkinshaw,
1985).

Tamim 1.2.2. E bir sirali vektor uzayi olsun. Budurumda E* = {x € E: 0 < x} kiimesine
E nin pozitif konisi, E* nin elemanlarina da E nin pozitif elemanlar: denir (Aliprantis ve
Burkinshaw, 1985).

Tamim 1.2.3. E bir sirali vektor uzayi ve @ # A € E olsun. Eger

1)Va€e Aicin3u € Adylekia <u

2)Va€e Aigindv e Adylekia <vikenu<v

Ozellikleri saglanirsa A kiimesine supremuma sahiptir denir ve u =supA seklinde yazilir.

Tamim 1.2.4. E bir kismi sirali vektdr uzayr olmak kosuluyla. Vx,y € E i¢in {x, y}

kiimesinin infimumu (supremumu) mevcutsa, yani

inf{lx,y}:=xAy€E (sup{x,y}: =xVy€E)



ise E’ye Riesz uzay: Veya latis vektor uzayt Kisaca l-uzayt denir.

Tamm 1.2.5. E bir Riesz uzay1 ve x € E olmak lizere,

1) x* = x vV 0 elemanma x in pozitif kismi,

2) x~ = (—x) VO elemanina x in negatif kismi,

3) |x| = x V (—x) elemanina x in modiilii (mutlak degeri) denir.

Teorem 1.2.6. E bir Riesz uzay1 x, y, z € E olmak lizere asagidakiler saglanir.

1) ||x| — |y|| < |x +y| < |x| + |y| (iiggen esitsizligi).
2)|xvz—yvz|<|x—y|ve|xAz—yAz| <|x— y|(Birkhoff esitsizlikleri).

3) Eger x,y,z€ E* ise x A(y+2) < (xAy)+ (xAz) (Aliprantis ve Burkinshaw,
1985).

Tamim 1.2.7. E bir Riesz uzay1 olsun. E deki siralama bagintisiyla V < E bir vektor
(lineer) alt uzayi olsun. Vx,y € Vigin x Vy,x Ay € V ise V ye E nin bir Riesz alt uzay
ya da alt vektor latisi denir. (Burada E bir Riesz uzayi oldugundan x ve y nin supremumu
var olup E nin elemanidir). Kisaca V alt vektér uzayr E den indirgenen siralama

bagintisina gore kendi kendine bir Riesz uzayidir.

Tanim 1.2.8. Eger Va,b € E ve Vn € Z i¢in0 < na < b iken a = 0 saglaniyorsa E

Riesz uzayina Archimedeandir denir.
Tamim 1.2.9. E bir Riesz uzay1 ve A C E olsun.

D)Vx,y € Aiginx Vy,x Ay € E ise A ya E nin Riesz alt uzay: denir,



2) Eger y € E olmak iizere x € A ve |y| < |x| oldugunda y € A saglaniyorsa A ya solid

denir.

3) A bir solid lineer alt uzay ise A ya E de bir ideal veya sirali ideal denir.

4) A bir ideal ve VB € A i¢in sUpB € E olmasi durumunda sup B € A saglaniyorsa A ya

bir band denir.

Teorem 1.2.10. Bir Riesz uzayinda

1) Her band bir idealdir.

2) Her ideal bir Riesz alt uzayidir.

Tanmim 1.2.11. E bir Riesz uzay1 ve x,y € E olsun. Eger |x|A|y| =0 ise x ile y

birbirine diktir denir ve x L y seklinde gosterilir.

Tamm 1.2.12. Bir Riesz uzaymin bostan farkli ve iistten sinirli her alt kiimesinin
supremumu veya bostan farkli ve alttan sinirlt her alt kiimesinin infimumu varsa bu uzaya

bir Dedekind tam Riesz uzay: denir.

Tamim 1.2.13. E bir Riesz uzay1 ve F C E olsun. F hem {istten hem de alttan sinirliysa

yani sirali aralik i¢inde kaliyorsa F ye bir sirali sumirl alt kiime denir.

Tamim 1.2.14. E bir Riesz uzay1 ve {f,;:n = 1,2,3,:--} € E bir dizi olsun. vn,m € N
icin,n <m iken f,, = f,, ise {f,} dizisi monoton azalandwr denir ve f, | seklinde

gosterilir. Ayricaeger f,, L ve f =inff, € E ise f, | f dir.

1.3. Doniisiimler ve Riesz Homomorfizmasi

Tammm 1.3.1. E ve F iki vektor uzayr ve T: E — F bir donilisiim olsun. Vx,y € E ve
Va € Rigin



DTx+y) =T +T)

2) T(ax) = aT (x)

kosullarini saglarsa T ye bir lineer doniisiim veya lineer operator denir. T (x) yerine,

kisaca, Tx de yazilabilir.

Tamim 1.3.2. E ve F iki Riesz uzay1 olmak lizere E den F ye tanimlanan biitiin lineer

doniistimlerin kiimesi L(E, F) ile gosterilir, yani

L(E,F) == {T: E - F lineer doniisiim}.

Operatorlerin toplam ve skaler carpimina gore, yani

1) VT,, T, € L(E,F) i¢in Ty + T, € L(E, F)

2)VT € L(E,F)vea € Ri¢in aT € L(E,F)

oldugundan L(E, F) bir vektor uzayidir.

Ustelik VT,S € L(E,F) i¢cin S < T & 0 < T — S seklinde tanimlanan "<"

siralama bagmtisina gore L(E, F) bir sirali vektor uzaydir.

Tamm 1.3.3. E ve F iki sirali reel vektor uzayr ve T: E — F bir lineer doniisiim olsun.
V0 < x € E i¢gin 0 < Tx € F saglaniyorsa (yani x € E* i¢in Tx € F*) T operatoriine
bir pozitif lineer operatér veya pozitif operator denir ve T > 0 veya 0 < T seklinde
gosterilir.

T:E — F lineer doniislimii pozitifse,

x<y=0<x—-y=0<T(x—y)=Tx <Ty.



Tamm 1.3.4. E, F iki Riesz uzayi ve T: E — F bir operator olmak iizere, Vx,y € E i¢in

T(xVvy)=TxVTy

saglaniyorsa T’ye bir Riesz homomorfizmast denir.

Her Riesz homomorfizmasi pozitiftir. Ger¢ekten; T Riesz homomorfizmasi ve

0 < x € E*olmak iizere,

Tx=T(xVv0)=TxVvTO=TxVv0=(Tx)" =0.

Teorem 1.3.5. E, F iki Riesz uzay1 ve T: E — F bir lineer doniisiim olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler denktir.

1) T Riesz homomorfizmasidir.

2)Vx,y€EEi¢cinT(x Ay) =Tx ATy.

)Vx,yeEEvexANy=0iseTx ATy =0.

4)Vx € E, |Tx| = T(|x]).

5)Vx € E, T(x%) = (Tx)™ .

6) Vx € E, T(x™) = (Tx)~ (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Tamim 1.3.6. E, F iki Riesz uzay1 ve T: E = F bir operator olsun. Eger T, E nin her sirali
siirli alt kiimesini F nin sirali sinirli alt kiimesine resmediyorsa T operatdriine bir sirali
smirll operator denir ve biitlin sirali sinirh operatorlerin olusturdugu vektoér uzayi

L, (E, F) ile gosterilir. O halde

Ly(E,F):={T € L(E, F): T sirali sinirli operator}.



T € L,(E,F) iki pozitif operatoriiniin farki seklinde yazilabiliyorsa T ye bir regiiler
(diizenli) operator denir. Biitiin regiiler operatorlerin uzay1 L,.(E, F) ile gosterilir. Baska

bir ifade ile,

T €L, (E,F)< 3T,,T,: E - F pozitif operatér: T = T; — T,.

Kolayca goriilityor ki, her pozitif operator sirali sinirlidir. Sonug olarak

L,(E,F) c L,(E,F) c L(E, F).

F nin bir Dedekind tam Riesz uzay1 olmasi durumunda L,.(E,F) = L, (E, F) olup
L, (E, F) bir Riesz uzayidir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Teorem 1.3.7. E,F iki Riesz uzay1 olmak iizere, T € L(E,F) igin |[T|=(-T)VT

mevcut ise |T| ye T nin modiilii denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Teorem 1.3.8. E, F iki Riesz uzay1 olmak fiizere, eger T: E — F doniisiimii pozitifse

Vx € E i¢in |Tx| < T|x| dir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Teorem 1.3.9. (Kantorovich). E ve F iki Archimedean Riesz uzay: olsun. T: E* —» F*

toplamsal, yani Vx,y € E* igin

Tx+y)=Tx) +T»)

ise tek olarak yine T ile gosterilen T: E — F pozitif genislemesi mevcut olup Vx € E
icin T(x) =T(x*") — T(x™) saglanir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Teorem 1.3.10. ( Riesz-Kantorovich) E bir Riesz uzay1 ve F bir Dedekind tam Riesz
uzay1 ise sirali vektor uzayi L, (E, F) bir Dedekind tam Riesz uzayidir. Bu durumda

T,S € L,(E,F)vex € E* igin

IT|(x) = sup{|Tyl|: |yl < x}



(SVT)(x) =sup{S(y)+T(2):y,z€ E*tvey+z = x}
(SAT)(x) =inf{S(y) + T(2):y,z€ E* vey + z = x}
(Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Tamm 1.3.11. E, F iki Riesz uzay1 olmak lizere

i. {x,} cE bir ag olsun. P, 1 0 ve |x — x,| < P, olacak sekilde 3{P,} c E agi

- S .
varsa {x,} agmna x € E noktasina swrali yakinsaktir denir x, — x seklinde

gosterilir.
ii. T:E — F operatoriine Edeki x, Sx seklindeki V(x,) C E igin Fde Tx,

s - .. . .. . Ry . .
— Tx saglaniyorsa T Yye bir sirali siirekli operator denir. Biitiin sirali siirekli

operatorlerin kiimesi L,, (E, F) ile gosterilir. O halde,

L,(E,F) ={T € L,(E, F): T siral siireklidir}.
Ayrica,T € L, (E,F) < E dex, | 0ise Fde Tx, 1 0 (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Tamm 1.3.12. E bir Riesz uzayi olsun.

1) E tizerindeki tiim sirali sinirli lineer fonksiyonellerin uzayma E nin birinci sirali

duali denir ve E' ile gosterilir, yani
E' == {f|f: E — R bir lineer sirali sinirl1 fonksiyoneldir} = L, (E, R),
yani f € E' & VA c E sirali alt kiimesi ve Va € A i¢in IM > 0: |f(a)| < M.

2) E' tizerindeki tiim sirali sinirli lineer fonksiyonellerin uzayina E nin ikinci sirali duali

denir ve E" ile gosterilir. Burada E”', E' nin sirali sinirh dual uzayidir.

E" == {F|F:E" = R bir sirali sinirl1 lineer fonksiyoneldir}



E bir Riesz uzay1 ise E' de bir Riesz uzayidir. Ayrica, E nin sirali siirekli ikinci

duali (E");, ile gosterilir. Buna gore,

(ENy = {f € E"|F:E = R bir siral1 siirekli lineer fonksiyoneldir}.

3) E tizerindeki tiim norm smirli lineer fonksiyonellerin uzayma E nin norm duali denir

ve E* ile gosterilir, yani

E* = {f|f: E = Rbir lineer norm siirekli (< norm sinirli) fonksiyoneldir}.

Her lineer norm siirekli fonksiyonel sirali smrli, yani E* ¢ E' dir (Aliprantis ve
Burkinshaw, 1985).

Tamim 1.3.13. T: E — E, Riesz uzayinda bir doniisiim olmak tizere, E nin herhangi bir B
band1 i¢in T(B) S B oluyorsa T doniisiimiine band koruyandur denir (Aliprantis ve

Burkinshaw, 1985).

Teorem 1.3.14. Bir Archimedean Riesz uzayinda T: E — E donilislimii i¢in asagidaki

durumlar esdegerdir.

1) T band koruyandir.

2)x L yise Tx Ly (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

1.4. Riesz Cebirleri

A bir Riesz uzay1 olmak tizere A’ bir Dedekind tam (bGylece Archimedean) Riesz

uzayidir. Vx € Aigin x"” € A" olupve Vf € A’ igin x"'(f) = f(x) olmak {izere

o(x) =x"



seklinde tamimlanan 0: A4 —» A" doniisimii bir Riesz homomorfizmasidir. Bununla

birlikte A’, A nin noktalarin1 ayirtyorsa, yani

Vx€EA3x#0icinaf €A f(x) #0

ise o doniistimii bire-birdir ve bu durumda A4, A” nin Riesz alt uzayi olan o (A) ile 6zdes
olur. A" Dedekind tam oldugundan A” Dedekind tam Riesz uzayi oldugu agiktir
(Zaanen,1983).

Tamim 1.4.1. A bir Riesz uzayi olsun. Eger, A bir birlesmeli cebir ve V0 < x,y € A i¢in

0 < x-y € Aise A yabir Riesz cebiri (sirali latis cebir veya kisaca [-cebiri) denir.

Tamim 1.4.2. A bir Riesz cebiriolsun. x € Ai¢gin 3m e N ={1,2,3,...}:x™ =01ise x

e nilpotent eleman, 3k € N:x* = 0 = x = 0 ozelligi saglanirsa A ya yari-asal denir.

Tamm 1.4.3. A bir Riesz cebiri x,y € A ve x Ay = 0 olmak tizere,

1)V0O<z€eAigcinxzAy =0 =zx Ay ise A yabir f-cebiri,

2) xy = 0 ise A ya bir hemen hemen f-cebiri,

3)VO<zeAiginxzAyz = 0vezx Azy = 0 ise A yabir d-cebir denir.

f-cebirleri ilk olarak 1950 yilinda Nakano tarafindan yari—normal [-cebiri olarak
tanimlanmistir (Nakano, 1950) ve makalede cebirin o-Dedekind tam oldugu kabul
edilmistir. 1953’te bu 6zellik Amemiya tarafindan kaldirilmistir (Amemiya, 1953).Bu
calismada bu cebir siiflarinin tanimlar1 Birkoff ve Pierce’nin 1956°daki bir makalesinde
tanimlamis oldugu sekliyle gbz oniine alinacaktir (Birkoff ve Pierce, 1956). Hemen
hemen f -cebirleri Birkhoff tarafindan 1967’de tanmimlanmustir (Birkhoff, 1967) ve
Banach hemen hemen f-cebirleri Scheffold tarafindan genisce ¢alisilmistir (Scheffold,
1981). d-cebirleri Kudlacek tarafindan 1962°de tanimlanmistir (Kudlacek, 1962).

Asagidaki sonug tanimdan hemen goriiliir.
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Teorem 1.4.4. 1) Her f-cebiri hemen hemen f-cebiridir.

2) Her f-cebiri d-cebiridir.

Teorem 1.4.5. A bir f-cebiri ise agagidakiler saglanir. Vx,y € A igin

1)vVze At iginz(x Ay) =zx Azyvez(xVy) = zx V zy.

2Q)vze At icin (x Ay)z=xzAyzve (xVYy)z=xzVyz.

3)x LyiseVz€Aicinzx L yvexz 1y.

4)x Lyisexy =0

5)Vx € 4,x2 >0

6) Vx,y € At igin x> Vy% > xy Vyx ve x2 Ay? < xy Ayx.

7)Vx,y € AT igin x2 Ay? = (x Ay)? ve x? V y? = (x V y)? ( Huijsmans, 1991).

Teorem 1.4.6. A bir Archimedean f-cebri olsun. Bu durumda

1) Eger A bir e birim elemanina sahipse e > 0.

2) a?=0iseVbh € Aigina.b = 0.

3) A bir birim elemana sahipse yari-asaldir ( Huijsmans, 1991).

Teorem 1.4.7. A yari-asal Riesz cebiri olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

1) A bir f-cebridir.
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2) A bir d-cebridir.

3) A bir hemen hemen f-cebridir ( Huijsmans, 1991).

Ozellikle, her birim elemanli Archimedean f -cebri yari-asal oldugundan

yukaridaki sonug birimli Riesz cebirleri i¢in de dogrudur.
Bu boliimde aksi belirtilmedikge A, bir Archimedean Riesz cebiri ve daha 6nce
aciklandig1 gibi, A" ve A" uzaylar sirasiyla, A nin birinci sirali duali ve ikinci sirali duali

olarak dikkate alinacaktir.

Tamm 1.4.8. A” de birinci ve ikinci Arens ¢arpimlar: olarak adlandirilan ¢arpma

islemleri li¢ adimda sirastyla asagidaki gibi tanimlanir:

Vx,y € A,Vf € A'veVF,G € A" igin

DEOWM=fy), [fxed

G-HE)=G6(fx), G- fed

(F-G)(f)=F(G-f), F-GeA"

2) (x° f)(y) = f(yx), fox €A

(feG)(x)=G(xof), Gof€A

(FoG)(f)=G(foF), FoGeA"

Bu tezde birinci Arens carpimi ile ¢alisilacaktir. Benzer islemler ikinci Arens

carpimu ile de yapilabilir. Yukaridaki esitliklerden asagidaki esitsizlikler kolaylikla elde
edilir.
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If -x| < |fI]- |x], f-xeA
|F-fI<IFI-Ifl, F-feA
|F-G| <|F|-|G|, F-GeA".

Bu son esitsizlikten VO < F,G € A" igin 0 < F - G € A" saglandigindan A"
bidual uzayinin birinci (benzer sekilde, ikinci) Arens ¢arpimina gére bir Riesz cebiri
oldugu anlasilir. Ayrica A nin bir hemen hemen f-cebiri (sirasiyla, f-cebiri) olmasi

durumunda A" uzaymin Arens ¢arpimlarina gore bir Dedekind tam hemen hemen f-

cebiridir (sirastyla , f-cebiridir) (Bernau ve Huijsmans, 1995).

A degismeli Riesz cebiri ise, Vx € Ave f € A" i¢cin x"' - f = f - x dir. Gergekten,
Vy € A i¢in

") =x"(f-»=( X =flx)=fxy) = 2Q)

veayricaVx € AveF € A" iginx" - F = F - x". Ciinkii Vf € A’ i¢in

&P =x"(F - f) = (F-)0) = F(f ) = FQ" - f) = (F-x")(f).

Tamim 1.4.9. R halka ve I c R olmak tizere, Vr € R ve a € I i¢in ra, ar € I oluyorsa [
halka idealidir.

Tamim 1.4.10. A bir Riesz uzayi olsun. Eger x,y € A i¢in |x| A |y| = 0 iken |m(x)| A
ly] =0 ise m € L,(A) operatoriine bir otomorfizma denir. A nin otomorfizmalarinin

kiimesi O (A) ile gosterilir.

Teorem 1.4.11. A bir Archimedean Riesz uzayi ise O(A) birim elemanl bir f-cebridir
(Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
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Teorem 1.4.12. Bir Archimedean Riesz uzayinda her otomorfizma sirali siireklidir
(Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Tammm 1.4.13. A ve B iki Riesz uzay1 ve T:A — B olsun. ve T doniisiimiiniin adjointi
(veya tranpozesi) T':B'—> A', Va€A,f €B' i¢in T'(f)(x) = f(T(x)) olarak

tamimlanir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
Teorem 1.4.14(Wickstead). A bir Riesz uzay1 ve A', A nin noktalarin1 ayirsin

(yani, VO # a € A i¢in f(x) # 0 olacak sekilde bir f € A"). Bu durumda sirali sinirli
T € 0O(A) ancak ve ancak T’ € 0(A") (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
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2. YAPILAN CALISMALAR
Bu ¢alismada o-sinirli yaklasik birim elemana sahip f-cebirlerinin sinifini igeren tiim
birimli f -cebirlerinin simifi incelenecektir. Ozel olarak bir A f -cebrinin, o -sinirh
yaklagik birime sahip olmasi igin gerek ve yeter sart, A"’ sirali bidualinin birimli f-cebri
olmasidir.
2.1. o-Sirh Yaklasik Birimli Riesz Cebirleri
Tamm 2.1.1.
i. A bir Riesz cebiri olsun. Vx € A i¢in x? < x ise x pozitif elemanina tamamen
smwrhidir denir. A da tim tamamen sinirhi elemanlarin kiimesi B, ile gosterilir.
Baska bir ifade ile

By = {x € A: x* < x}.

ii. VO0<feA igin{f(x):x € By} kiimesi R de sinirl1 ise A Riesz cebiri g-sinirli

vaklagik birime sahiptir denir ve kisaca o-syb olarak gosterilir.
Ornek 2.1.2. A, e birim elemanh f-cebri ise,
B,={x€A:0<x<e}
dir. x € By, segilsin.
0 < (x —xAe)? = x2 — 2(x(x/e)) + (x/Ne)?
=x2 = 2(x%Ax) + x%\e
< x?Ne — x?

<x?—x%?=0.
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Birim elemanli her cebir yari-asaldir. O halde x? = 0 ise x = 0 oldugundan esitsizlikten

x—xNe=0=>x=xAe

=>0<x<e

>x€E{x€eA0<x<e} 1)

x € {x € A: 0 < x < e} olsun. Buna gore 0 < x < e esitsizligi x = 0 ile

carpilirsa,

0<x?<x> {x€A:0<x<e}cBy 2)

(1) ve (2) den {x € A:0 < x < e} = B, elde edilir. Ayrica, A bir ¢ -smirh
yaklasik birime sahiptir. Gergekten {f (x):0 < x < e} = B4 olsun. f lineer oldugundan
0<f(x) <f(e)olur.

Ote yandane —x >0 = f(e —x) = 0

= f(e) — f(x) = 0.

= f(e) = f(x) elde edilir.

Lemma 2.1.3. 4, o-sinirh yaklasik birim elemanli bir Riesz cebiri olsun. Eger x € A*

nilpotent elemansa x = 0 dir; baska bir ifade ile A, yari-asaldir.

Ispat: 0 < x, A da bir nilpotent eleman olsun. Buna gére bir k € N icin x* = 0 dur.

Simdi bir n € N sabiti alinirsa, acikca nx*~1 € B, dir. Buradan,

My :=sup{f (x):x € By}
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olmak tizere VO < f € A’ i¢in
0 <n.fx*1 <M.
= f(x¥1 =0.
= xk1=0.
Bu islem k — 2 defa tekrarlanirsa x = 0 elde edilir. Boylelikle A, yari-asaldir.

Buradan her yari-asal hemen hemen f-cebiri (veya d-cebri) bir f-cebiridir
(Bernau, S.J. ve Huijsmans, C.B. , 1990). Gergekten;

abeAtiseanb=0

Ve, d € AT igin

0<d(canb)=dcandb <[(dVvdc)a]A[(dVdc)b] =(dVvdc)(anb)=0.
= d(caAnb) =0

Buradan d = ca A b olarak alimirsasun. (ca A b)? = 0 olup A yari-asal oldugundan
ca A b = 0 elde edilir. Benzer sekilde ac A b = 0 oldugu goriiliir. Boylelikle A bir f-

cebiridir. Bu sonug ve Lemma 2.1.3 ten asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.1.4. o-syb elemanina sahip bir hemen hemen f-cebri veya d-cebri dogal olarak
bir f-cebridir.

A, o-syb elemanina sahip bir f-cebri olmak iizere, Lemma 2.1.3 e gore A4, 0(A)
icine bir f-alt cebiri ve halka ideali olarak gomiilebilirdir. O (A), I birim elemanl f-cebri

oldugundan Ornek 2.1.2 den dolay1 B, asagidaki gibi tanimlanabilir:
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By={a€A:0<ab<b,VbeAT}=][0,I]NA

Uyan 2.1.5. Bir yari-asal f-cebirinin g-syb elemanli olmasi gerekmez. Gergekten;
A=l ={(ay) c Ry qla,l}

olsun. Dizilerdeki dogal islemler ve siralama bagintisina gore A bir yari-asal f-cebri olup
B, ={(ap)ney EA:0<a, <1,Vn € N}

dir. Ayrica A’ = I, = I, (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) . O halde
F=(111-)El, =4

ve her birn = 1,2, -+ i¢in

e, = <1,1,-~,1,0,-.-> €B,

n—tane

tanimlanirsa Vn = 1,2, .-+ igin f(e,) = n oldugundan A o-syb elemanina sahip degildir.

Tamm 2.1.6. A bir Riesz uzay1 ve {x,} € A olsun. Eger bir x € A™ ve 1, 1 0 kosulunu
saglayan bir {4,,} reel say1 dizisi mevcut dyle ki 4,,x 1 0, ve m,n = 1,2, --- olmak iizere
m = nigin |x, — x| < A,x saglaniyorsa bu {x,,} dizisine kismen diizgiin Cauchy denir.
Eger A daki her kismen diizgiin (relatively uniformly) Cauchy dizisi yakinsak (sirali

limiti varsa) ise A Riesz uzayna kismen diizgiin tamdir denir.

Her bir Riesz uzayi, Riesz izomorfileri harig, bir tek kismen diizgiin tamlamaya
sahiptir (Quinn, 1975). A bir Riesz uzay1 ise kismen diizgiin tamlamas1 A™ ile gosterilir.

Eger A, bir f-cebiri ise A™ uzay1 da bir diizgiin tam f-cebiridir (Jaber, 2014).

VO<feA vev0<xe€Aigin f,(x) =sup{f(y):0<y <xvey € A} (1)
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olarak tanimlanan f; € A™, f nin A ya kisitlanisi olarak ifade edilir. Dolayisiyla (Jaber,

2014) de yer alan ifade asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 2.1.7. A bir Riesz cebiri olsun. A" ve (A™)’ izomorfik Riesz uzaylaridir. Ayrica

A''ve (A™)" izomorfik f-cebirleridir.
Ispat: Vf € (A™) igin f nin A ya kisitlanis1 f, ile tammlansin. Vf € (A™)' igin

T(f) = f, olarak tanimlanan T: (A"*)" —» A’ déniisiimii bire-bir 6rtendir. Ustelik T bir

Riesz homomorfizmasidir. Gergekten f € (A™)' ve x € A’ ise

(f) () =sup{f(y):0 <y < x,y € 4}

<sup{f(y):0<y<x,y€A™}=f"(x) = (f)s(x).

Ote yandan 0 < y < x,y € A™ oldugundan

fO) =sup{f(2):0 <z<y:zeA} < (f)"(x)

ve boylece (f 1) ,(x) < (f)*(x). Buradan T(f*) = T(f)™, dolayisiyla T Riesz

homomorfizmasidir.

Ispatm ikinci kismi i¢in V F € A” ve Vf € (4™)" i¢in, ®(F)(f) = F(f,) olacak
sekilde ®: A" - (A™)" dontistimii tanimlanirsa @, T nin adjointi oldugundan bir Riesz
homomorfizmasidir. Ayrica @, bir cebir homomorfizmasi oldugundan @ cebir

izomorfizmasidir. Buradan A" ve (A™)" izomorfik f-cebirleri oldugu ispatlanir.

Lemma 2.1.8. A bir f-cebri olsun. A nin bir ¢ — syb elemanina sahip olmasi i¢in gerek

ve yeter sart A™* nun bir g-syb elemanina sahip olmasidir. Buna gére VO < f € A’ igin

sup{f(x):x € By} = sup{fu(x): x € Byru}. (@)
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Ispat: o-syb tanimina géreAnin bir o-syb elemanina sahip olmasi icin {f (x):x € B,}
kiimesinin smirli olmasi1 gereklidir. Benzer seyler A™ igin de sdylenebilir. O halde
lemmanin ispati igin (2) esitligini ispatlamak yeterlidir. Buna gore, 0 < f € A" ve 0 <

X € By ise f(x) = f4(x) ve x € Byru oldugundan

f(x) = falx) < sup{fa(x):x € Byru}
olur. Boylece supremum tanimindan,
sup{f(x): x € B4} < sup{fy(x):x € Byru}. (a)
Ote yandan x € B,ru ve her y € [0,x]NA, y € By icin (1) esitligine gore,
fa(x) = f(x) < sup{f(y):y € Ba}
olup supremum tanimindan,
sup{fa(x):x € Byru} < sup{f(¥):y € Ba}
sup{fa(x):x € Byru} < sup{f(x):x € Ba}. (b)
(@) ve (b) den
sup{f (x): x € Ba} = sup{fy(x): x € Byru}
elde edilir.
2.2. o-Smirh Yaklasik Birimli f -Cebirlerinin Karakterizasyonu
Huijsman ve Pagter, bir A f-cebrinin, o-sinirh yaklasik birim elemana sahip olmasi

durumunda, eger A yari-asal ise (4'),," uzaymin da bir birim elemana sahip oldugunu

gosterdiler (Huijsman ve Pagter, 1984). Ayrica A, Stone kosulunu sagladiginda ise bu
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ifadenin tersinin de dogru oldugunu ispatladilar (Va € A%igin a A I € A 6zelligine sahip
bir A Archimedean yari-asal f-cebirine Stone kosulunu saglar denir) (Huijsmans ve De
Pagter, 1984). Bu sonucun bir genellemesi olarak, bu boliimde J. Jaber’in (Jaber, 2014)
caligmasini inceleyip herhangi bir ek sarta gerek olmaksizin o-smirl yaklasik birim
elemanli bir Archimedean f -cebirinin karakterizasyonu igin gerek ve yeter kosullar

arastirilacaktir.
Teorem 2.2.1. A bir f-cebiri olsun. A” birim elemanli bir f-cebiridir & A, g -sinirl
yaklasik birim elemanlidir. Ayrica, VO < f € A" igin E(f) = sup{f(a):a € By}

seklinde tanimlanan E fonksiyoneli A" uzayinin birim elemandir.

ispat: = : E, A" nin birim elemanive 0 < f € A’olsun.v0 < x € A ve Va €

B, i¢in ax < x oldugundan
flax) < f(x)
(f-a)(x) = f(x)
fra<f,
boylece E(f - a) < E(f), yani (E - f)(a) < E(f) elde edilir.
Diger taraftan A", E  birim elemanli bir f -cebiri oldugundan E - f = f
(Boulabiar ve Jaber, 2011). O halde f(a) < E(f) ve dolayisiyla sup{f(a):a € By}

mevcuttur. Bu da A nin o-sinirh yaklagik birim elemana sahip oldugunu verir.

«: Lemma 2.1.8 den A kismen diizgiin tam kabul edilebileceginden
E:(A")* - R*fonksiyoneli Vf € (4")* igin

E(f) = sup{f(a):a € B,}

seklinde tanimlanabilir. V£, g € (A")Ti¢in
21



sup{(f + g)(a):a € B4} < sup{f(a):a € B4} + sup{g(a): a € B}
ve boylece E(f + g) < E(f) + E(g) olur.
Ote yandan a,b € B, icina Vv b € B, oldugundan Vf, g € (4’)" icin
f@+gb) <flavb)+glavb) =(f+g)avb) <E( +g).
Buradan f(a) < E(f + g) — g(b) bulunur ve supremuma gegilirse Vb € B, i¢in,
E(f) s E(f +g) — g(b), yani E(f) + g(b) < E(f + g) olur.
Tekrar supremum ahnarak Vf, g € (A")" i¢in E(f) + E(g) < E(f + g) elde edilir.
Dolayisiyla Vf,g € (A))* i¢in E(f)+E(g9) = E(f + g) olur. Kantorovich
Teoremi’ne gore E, A" dayine E ile gosterilen tek bir pozitif elemana genisler. Simdi bu

sekilde elde edilen E nin A” nin bir birim eleman1 oldugunu gosterecegiz.

f e(A)* ve x € At keyfi olsun. A, O(A) in bir f-alt cebiri olarak gdz Oniine

alinabileceginden I, 0 (A) nin birim elemani olmak iizere Vn € N i¢in
I-nx)-U-nx)*>0

saglanir. Dolayisiyla (I — nx) - (I — I Anx) = 0 esitsizligi ortaya ¢ikar. Buradan
0O<nx —nxAn?x? <1

olur. Bu ise nx — nx An%x? € B, demektir. Buradan A4 bir o-syb elemana sahip

oldugundan, Yn = 1,2, 3, -+ igin

0 < f(nx — nx An?x2) = nf (x) — nf (x(I Anx)) < E(f)
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elde edilir.A kismen diizgiin tam (bu ylizden Stone Kosulu’nu saglar) oldugundan I A

nx € By olur. Buna gore, Vn € N igin

f(x(IAnx))=f-x(IAnx) <E(f-x)

saglanir. Sonug olarak vn € N igin,
0<n(feo0—E(f®)) <EF)

f(x) = E(f(x))
f=E-f

elde edilir. VF € A" ve f € A" i¢in (F - E)(f) = F(E - f) = F(f) oldugundan E - F =
F - E = F olup E birim elemandir.

Tammm 2.2.2. A bir yari-asal f -cebri olmak iizere Vb € A™ ve Vf € (A)* i¢in
f(b) = sup,f(a,b) olacak sekilde A da yukar1 yonlendirilmis bir {a,} ag1 varsa A ya bir
zayif yaklasik birime sahiptir denir.

Uyan 2.2.3. Her o-syb elemanina sahip f-cebiri, bir zayif yaklagik birime sahiptir.

Gergekten; eger A, o-syb elemanina sahip bir f-cebiri ise Teorem 2.2.1 in ispatindan
VO<x€eAve0<f €A igin

fG) =E(f-x) =sup{f(a-x):a € By}
oldugu goriiliir. Bu ise A nin bir zayif yaklasik birime sahip olmas1 demektir.

Ornegin, Uyar1 2.1.5 te verilen A f-cebiri bir zayif yaklasik birime sahiptir.
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Yukaridaki uyarinin tersi genel olarak dogru degildir, yani zayif yaklagik birime

sahip bir f-cebirinin bir o-syb elemanina sahip olmasi1 gerekmez (Jaber, 2014).

A yar asal birf-cebiri olsun. A nin tiim sinirl elemanlarinin kiimesi Y,

Y={a€A:3an, €N 3Vb € Aicin|a-b| < nylbl}

olarak alinirsa Y, A nin bir f-altcebiri olup A yari-asal oldugundan

Y={a€A:3n, €N 3 |a| <n,l, I € 0(4)}

olur. Genel olarak, A ve Y ayni 6zelliklere sahip oldugundan, (6rnegin bakiniz (Triki,

2000)) asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 2.2.4. A yari asal bir f-cebiri olmak tizere, Y'' birim elemanli ise A" da birim

elemanlidir.

Ispat: 0 < f € A’ olsun ve f|y f nin Y ye kisitlanisin1 gdstersin. Eger Y'' birim elemana

sahip ise Teorem2.2.1e gore Y, o-syb elemanina sahip oldugundan

fly(a) < sup{f|y(a):a € By}

olur. Diger taraftan B, = By oldugundan,

f(@) = fly(a) < sup{fly(a):a € By}.

Boylelikle A, og-syb elemanina sahiptir. Bu ise Teorem 2.2.1e gére A" nin birim elemana

sahip olmasi demektir.

Uyan 2.2.5. Yukaridaki teoremin tersinin saglanip saglanmadigi bilinmemektedir.

Simdi A = Y olsun. Va € A igin
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lla]l: = inf{A € R*: |a| < Al}

olarak tanimlanan ve M -normu olarak bilinen [|.|| normunu g6z o6niine alalim. Bu
durumda (4, ||. [|)bir normlu Riesz cebiridir. Buna gore A*, A nin norm duali olmak tizere,
asagidaki teoremde o-syb elemanina sahip f -cebirlerinin baska bir karakterizasyonu

verilebilir.

Teorem 2.2.6. A sinirlt elemanlarin bir f-cebri olsun. Bu durumda A o-syb elemanina

sahiptir & A* = A’ saglanir.

Ispat: =: Acik¢a her norm siirekli lineer fonksiyonel sirali sinirl oldugundan A* ¢ A’
dir. Simdi A o-syb elemanina sahip olsun. A’ € A*kapsaminin dogruluguna dair V0 <
f € A'igin f € A*oldugunu gostermek yeterlidir. Bu ise A nin g-syb elemanina sahip ve
dolayisiyla {f (x): x € B,} kiimesinin smirli olmasindan agiktir. Dolayisiyla A" € A* ve
boylece A* = A’ elde edilir.

«:0<f eA = A"olsun. Buradan Vx € B, igin ||x|| <lise f € A* oldugundan
lf(2)] < |If]l. Dolayisiyla {f (x): x € B,} kiimesi sinirlidir. Bu ise A nin o-syb
elemanina sahip olmasi demektir.

2.3. o-Smirh Yaklagik Birimli f-cebirlerinin Latis ve Cebirsel Ozellikleri

Bu bolimde o - syb elemanli f -cebirlerinin baz1 latis ve cebirsel ozelliklerini

inceleyecegiz. i1k olarak asagidaki tanimi hatirlayarak baslayalim.
Tamim 2.3.1. A bir Archimedean Riesz uzay1 olsun. A dan herhangi bir Archimedean
Riesz uzayina tanimli her pozitif lineer doniisiim sirali siirekli ise A siralt siireklilik

ozelligine sahiptir denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

A sirali siireklilik 6zelligine sahipse A" = A’ dir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).
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Teorem 2.3.2. Herhangi birim elemanli bir A Archimedean f-cebrinin A’ sirali duali,

siralt stireklilik 6zelligine sahiptir (Huijsman ve Pagter, 1984).

Yukaridaki teoremin o-syb elemanli herhangi bir f-cebiri i¢in de dogru oldugu

Jaber tarafindan asagidaki sekilde verilmistir (Jaber, 2014).

Teorem 2.3.3. o-syb elemanli bir A f-cebirinin A’ sirali duali sirali siireklilik 6zelligine

sahiptir.

Ispat: M bir Archimedean Riesz uzayr ve T: A’ — M bir pozitif doniisim olsun. Bu

durumda T nin sirali siirekli oldugu gosterilmelidir.

(f)aea € A" Oyle ki f, 1 0 olsun. v € O(A) igin g,: 0(A) = R donisiimi, E

Teorem 2.2.1 de verildigi gibi A” uzaymnin birim elemani olmak tizere

Ja(m) = E(fg o 10)

seklinde tanmimlanirsa g,, O(A) iizerinde bir lineer fonksiyonel, yani g, € 0(4") dir.
Bunun igin ilk olarak Vm, 7' € 0(A), VA € R ve Vx € A igin,

(fa o Qr+ 1) () = fo(m + 1) () = fo(Anx + 7' () = e () + fo (7' (X))
= Afy o m)@) + (fy o m)(x) = (Wfy o+ fy o) (x)

esitlik Vx € A i¢in dogru oldugundan

fao Qm+n") = Myom+fyon

elde edilir. Simdi g, nin lineer fonksiyonel oldugunu gosterelim.

GaOm+7) = E(fy o Am+7') = EQ(fy o M) + fo o ') = AE(fy o 1) + E(fyy o 7')
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=Aga(m) + go(m").

Ayrica g, f, nin O(A)' uzayma bir genislemesidir. Ote yandan V0 < € 0(4)
icin f; | 0 oldugunda f, o | 0 (¢linkii otomorfizmalar siral1 siireklidir (Aliprantis ve
Burkinshaw, 1985) ve dolayisiyla E sirali siirekli oldugundan VO < € 0(A) i¢in
ga(m) 1 0 dir. Bu ise 0(A)' de g, ! 0 oldugunu gésterir. hy, h nin A ya kisitlanisini

gostermek lizere,
T,:0(4) - M
h +— T(h4)

seklinde bir T; dontisiimii tanimlanabilir. 0(A) birimli bir f -cebiri ve T, pozitif
oldugundan Teorem 2.3.2 den dolay1 T; sirali stireklidir. Boylece T(fy) = T1(gq) 4 0

elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

Ornek 2.3.4. 1 < p < oo olmak iizere,
A=1,= {{xn} CR: Y %P < 00}

koordinatsal islemlere gore bir f-cebiri olup A" = I, dur (burada 1 < q < oo sayust, % +
% = 1 ozelligini saglar) (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985). A" =1, siral siireklilik

ozelligine sahip fakat, A" = (lq), = [, birim elemana sahip olmadigindan, A =1[,

o-syb elemanina sahip degildir (Jaber, 2014).

2.4 o-Smirh Yaklagik Birimli f-cebirlerinin Halka Ideali

Bu alt boliimde o-syb elemanli bir A f-cebirinin, A" de bir halka ideali olmast i¢in gerek
ve yeter kosul incelenecektir. Bu kosul, 0(A) ile 0(A") arasinda ilging bir iliski ortaya
cikaracaktir. Hatirlanacagi gibi T: A — A doniistimi bir otomorfizmadir ancak ve ancak

adjointi T': A" - A’ bir otomorfizmadir(Teorem 1.4.14). Ustelik, VY € 0(4) igin
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p(m) = n' (burada ' € 0(4")) seklinde tanimlanan p: O(A) —» 0(A") doniisiimii bir

birebir, orten, latis ve cebir homomorfizmasidir.

Lemma 2.4.1. A bir f-cebri olsun.

1) VF € A" igin f € A’ olmak tizere Lp(f) = F. f seklinde tanimlanan Ly dontistimii A’

nin bir otomorfizmasi, yani Lp € 0(A") olur.

2)VT € 0(A") ve f € A’ igin x € A olmak tizere T(f - x) = T(f) - x dir.

Ispat: 1) VG € A”igin L'z(G) = G - F olarak tanimlamrsa L'z € O(A"")oldugu agiktir.
Gergekten, A" de G L H ise A" bir f-cebiri oldugundan VF € A" i¢in F - G L H, yani

L'r(G) L H. Teorem 1.4.14 den Ly € O(A") elde edilir.

2) x € A olsun. Vf € A’ igin L (f)=x"+f=f-x olur. T,L,» € 0(A") ve 0(4")

uzay1 bileske islemine gore f-cebiri oldugundan
TolLy =LmoT

olur. Dolayisiyla Vf € A’ igin

(ToLen)(f) =T(Len(H) =TE" - f) =T(f - x)
Ly o T(f) = Lyn(T()) =x" - T(F) =T(f) - x
saglandigindan T'(f - x) = T(f) - x elde edilir.

Teorem 2.4.2. A bir Archimedean f-cebiri ve p: 0(4) - 0(A") dontisimii yukarida

tanimlandig1 gibi olsun.

1) p orten (boylece 0(A) ve 0(A") izomorfik f-cebirleridir) ise A, A”de halka idealidir.
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2) Eger A, o-syb elemanina sahip ise p ortendir < A, A"'de halka idealidir.
Ispat: 1) p orten olsun. VF € A” ve Vx € A igin F - x" € A oldugu gosterilmelidir.

Lemma 2.3.4 ¢ gore Lp € O(A") olup ve p orten oldugundan Vf € A" igin
' (f) = Lg(f) olacak sekilde m € O(A) vardir. Buna gore Vx € A i¢in

@) (f) = () = (7' () = (Le(N)x) =F - (f-x) = F-(x" - f)

= (F-x")(f).

Bu esitlik Vf € A’ i¢in dogru oldugundan F - x"'=(m(x))"" € A elde edilir,

2) A, g-syb elemanl bir f-cebiri olsun.

=:1) den agiktir.

&: A, A" de bir halka ideali ve T € 0(A") keyfi olsun. E, A" nin birim eleman1 olmak
lizere Vf € A" i¢in F(f) = E(T(f)) olarak tanimlana F:A" - R lineer ve sirali
simirhdir, yani F € A" dir. A, A" de bir halka ideali oldugundan Vx € A igin

mp(x)" = F - x"" seklinde tanimlanan mz:4 — A doniisimii A da bir otomorfizma,

yani mp € O(A) dir. Gergekten; f € A’ olsun. Vx € A igin

p(R)(H) = ' () () = f(mr(x) = mp ()" (f) = (F-x")(f) = F(x" - f)
=F(f-x) = E(T(f-x)) = E(T(f) - x) = T(f)(x).

Boylece Vf € A’ icin p(z)(f) = T(f) oldugundan p(my) = T. Dolayisiyla p drtendir.

Sonug 2.4.3. A birimli bir f-cebiri olsun. 0(A4) ve 0(4") izomorfiktir= A = A"
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3. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tezde genel olarak Jaber’in 2014 yilinda basilan “ f -algebras with a o -
approximate unit” ¢aligmasi incelenerek Riesz cebirleri ve f-cebirlerinin temel 6zellikleri
ile herhangi bir o-sinirh yaklasik birim elemanli f-cebirinin karakterizasyonu i¢in gerek ve

yeter kosullar arastirildi. Yapilan bu arastirmalar sonucunda asagidaki sonuglara ulasildi:

1) o-syb elemanina sahip bir hemen hemen f-cebri veya d-cebri otomatik olarak bir f-

cebridir.

2) A bir Riesz cebiri olsun. A" ve (A™)" izomorfik Riesz uzaylaridir. Ayrica A" ve

(A™)" izomorfik f-cebirleridir.

3) A bir f -cebiri olsun. A" birim elemanli bir f -cebiridir & A, -sinirhi yaklasik

birim elemanlidir.

4) o-syb elemanli bir A f-cebirinin A’ sirali duali sirali siireklilik 6zelligine sahiptir.
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4. ONERILER

Bu calismada Riesz cebirleri ve bu cebirlerin en 6nemli siiflarindan olan f-
cebirlerinin temel 6zellikleri arastirilarak herhangi bir g-sinirlt yaklagik birim elemanh

f -cebirinin karakterizasyonu i¢in yeterli ve gerekli kosullar verilmistir.

Burada o-sinirli yaklasik birim elemanli f-cebirleri i¢in elde edilen sonuglar diger
Riesz cebir siniflart i¢in de arastirilabilir. Bu tezde tanimlari verilen hemen hemen f-
cebir ve d-cebiri siniflar1 disinda son zamanlarda tanimlanan onemli cebir smniflari
mevcuttur. Bunlardan bazilari, r-cebirleri (r-algebras) (Yilmaz, 2011) veya yari-hemen
hemen f -cebirleri (Yilmaz, 2014), yar1 f -cebirleri (Boulabiar ve Hadded, 2003),
genellestirilmis f-cebirleri (Chil, 2009) olarak verilebilir.

31



KAYNAKLAR
Aliprantis, C. D. and Burkinshow, O., 1985. Positive Operators. Academic Press,
Orlando, FL.
Aliprantis, C. D. and Burkinshow, O., 2006. Positif Operators Springer, Dardrecth.

Amemiya, 1.,1953. A general spectral theory in semi-ordered linear spaces, Journal of
the Faculty of Science, Hokkaido University. Series I, 12, 111-156. MR 15,137.

Bernau, S. J. and Huijsmans, C. D., 1990. Almost f -algebras and d -algebras,
Mathematical Proceedings Cambridge Philosophical Society, 1017, 287-308.

Bernau, S. J. and Huijsmans, C. D., 1995. The order bidual of almost f-algebras and
d-algebras, Transactions of the American Mathematical Society, 347,
4259-4275.

Beukers, Huijsmans, C. B. and de Pagter, B., 1983. Unital embedding and
complexification of f-algebras, Mathematische Zeitschrift, 183, 131-144.

Birkhoff, G., 1967. Lattice Theory. American Mathematical Society Colloquium
Publication, 25, Providence, RIl. MR 37 2638.

Birkhoff, G. and Pierce, R. S., 1956. Lattice-ordered rings, Anais da Academia
Brasileira de Ci’encias, 28, 41- 69.

Boulabiar, K. and Jaber, J., 2011. The order bidual of f -algebras revisited, Positivity,
15, 271-279.

Boulabiar, K. and Hadded, F., 2003. A class of lattice ordered algebras, Algebra
Universalis, 50, 305-323.

Buskes, G., Boulabiar, K. and Triki, A., 2003. Some recent trends and advance in
certain lattice ordered algebras, Contemporary Mathematics, 328, 99-133.

Chil, E., 2009. Generalized almost f-algebras, The Bulletin of the Belgian Mathematical
Society - Simon Stevin,16(2), 223-234.

De Pagter, B., 1981. f-algebras and orthomorphisms. Ph.D. Thesis, University of Leidin.
Ercan, Z. and Wickstead, A. W., 1996. Banach lattices of continuous Banach lattices-
valued functions, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 198,

121-136.

Filter, W., 1994. Representations of Archimedean Riesz spaces- A survey. Rocky
Mountain Journal of Mathematics, 24, 771-851.

32



Huijsmans, C. B., 1991. Lattice ordered algebras and f-algebras: A survey. Studies in
Ekonomic Theory 2, Positive Operators, Riesz Spaces and Economics (C. D.
Aliptantis, K. C. Border and W. A. J. Luxasemburg, eds.) Spinger, Berlin,

151- 169.

Huijsmans, C. and De Pagter, B., 1982. Ideal theory in f-algebras, Transactions of the
American Mathematical Society, 269:225-245.

Huijsmans, C. and De Pagter, B., 1984. Subalgebras and riesz subspaces of an f-
algebra. Proceedings of the London Mathematical Society. 48(3), 161-174.

Huijsmans, C. D., 1989. The order bidual of lattice ordered algebras Il, Journal of
Operator Theory, 22, 277-290.

Kudlacek, V., 1962. On some types of [-rings, Sborni Vysokeho Uceni Techn Brne,
1-2,179-181.

Jaber, J., 2014. f-algebras with a o-approximate unit. Positivity, 18, 161-170.

Luxasemburg, W. A. J. and Zaanen, A. C., 1971. Riesz Spaces |. North-Holland,
Amsterdam-London.

Meyer-Nieberg, P., 1991. Banach Lattices. Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-New
York.

Nakano,H., 1950. Modulared Semi-Ordered Linear Spaces, Maruzen, Tokyo, MR 12,
420

Quinn, J., 1975. Intermediate Riesz spaces, Pacific Journal of Mathematics. 56, 255-263.

Schaefer, H. H., 1974. Banach Lattices and Positive Operators. Springer Verlag, Berlin
Heidelberg New York.

Scheffold, E., 1981. FF-Banachverbandsalgebren, Mathematische Zeitschrift, 177,
193-205.

Triki, A., 2000. Stable f —algebras, Algebra Universalis, 44, 65-86.
Yilmaz, R., 2001. On lattice ordered algebras. Ph.D. Thesis, University of Wales.

Yilmaz, R., 2011. The bidual of r-algebras, Ukrainian Mathematical Journal, 63 (5),
713-717.

Yilmaz, R., 2014. Notes on lattice ordered algebras, Serdica Mathematical Journal, 40
(3-4), 319-328.

Zaanen, A. C., 1983. Riesz Spaces Il. North Holland, Amsterdam-New Y ork-Oxford.

33



OZGECMIS

Fatih ORDU, 1986 yilinda Kirsehir’de dogdu. ilk ve orta dgretimini Kirsehir’de
tamamlad1. 2004 yilinda basladig1 Cumhuriyet Universitesi Egitim Fakiiltesi Matematik
Ogretmenligi lisans egitimini 2009 yilinda basariyla tamamladi. 2010 yilinda ilk gérev
yeri, Ordu Korgan Lisesi’ne matematik 6gretmeni olarak atandi. 2011 yilinda Canakkale
Bozcaada’da vatani gorevini ifa etti. Ayn1 y1l Trabzon Of Anadolu imam Hatip Lisesi’ne
tayin oldu. 3 yil bu okulda ¢alistiktan sonra son goérev yeri olan Of Anadolu Lisesi’ne
gecti ve hala matematik 6gretmenligi gorevini siirdiirmektedir. 2014’de Recep Tayyip
Erdogan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’nda basladig:

Yiiksek Lisans 6grenimine halen devam etmektedir. Evli ve 1 ¢ocuk babasidir.

34





